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一种经验库制导的浮点程序优化加速策略
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摘 要 为了保障数值程序的准确与高效,浮点程序自动优化成为了近年来学术界关注的一项新兴技术.该技术的核心思想
是将经典的数值分析理论总结成程序转换规则,并利用规则将浮点程序以计算过程更为稳定的算法进行自动重写,从而使数
值程序稳定高效且易于维护.然而,现有浮点程序自动优化方法的优化效率是其主要瓶颈.随着越来越多的数值程序转换规则
被发现与总结,自动优化框架的规则库会越来越大,传统优化方法在规则库中遍历所有优化规则的过程也变得越来越困难.本
文提出了一种经验库制导的浮点程序优化加速策略,该策略基于浮点误差成因的相似性原理,将已成功优化浮点程序对应的
符号与结构特征抽取出来,并以散列的方式将优化该程序涉及到的规则序列保存在一个优化经验库中.当新的浮点数值程序
需要进行自动优化时,本文算法首先计算其符号结构特征与经验库中各记录的相似度.符号结构相似度较高的记录所对应的
规则序列会被优先用于浮点程序重写,从而得到优化程序.随着优化程序的增多,经验库的规模会逐渐增大,经验库的散列化
分区存储设计保证了其检索与匹配效率.在浮点程序优化基准用例集 FPBench和开源物理引擎 OpenRelativity上的实验表明,
在优化后浮点程序精度与传统方法类似的前提下,本文的加速策略能使平均优化速度相对于传统浮点程序优化方法提升 6.04
倍,显著提高了浮点数值程序自动优化技术的可用性.
关键词 加速策略；程序优化；浮点数值程序；经验库
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An Experience-Guided Acceleration Strategy for Floating-Point Optimization
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Abstract To ensure the correctness and efficiency of floating-point programs, automatic optimizing techniques for floating-point
programs have been attached attention from academia in recent years. The core idea is to summarize transformation rules from clas-
sical numerical analysis theory and rewrite floating-point programs automatically with more stable algorithms, which produces more
stable, efficient and maintainable programs. However, efficiency becomes the bottleneck of these techniques. As more and more
transformation rules are discovered and summarized, the rule base used by the optimizing framework becomes larger and larger. It is
more difficult to scan the whole rule base as usual. In this paper, we propose an experience-guided acceleration strategy for floating-
point optimization. Based on the principle of similar causes of floating-point errors, the strategy extracts the corresponding symbolic
and structural features of successfully optimized floating-point programs, and saves the rule sequences involved in the optimization
of the programs into a hash-based optimization experience database. When optimizing a floating-point program, the optimizer first
calculates the similarity between symbolic and structural features of the program and that of records in the experience base. Rule se-
quences associated with records having higher similarity are preferred to be used in rewriting and optimizing the program. With more
and more programs to be optimized, the experience base increases gradually and a hashed-partition design ensures the efficiency of
record-searching. The above approach has been evaluated on the FPBench benchmark and the open source engine OpenRelativity. The
results show that compared to the traditional optimizing approach, it can achieve a 6.04x speedup in average. In addition, it improves
accuracy for floating-point programs effectively as well as the traditional optimizing approach does. Therefore, our approach improves
the usability of automatic optimizing techniques significantly.
Key words acceleration strategy; program optimization; floating point programs; experience base
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1 引言

许多应用于关键领域的软件系统常常结合领

域应用的特点而伴随有大量的浮点数值计算.例如
在智能计算领域,神经网络的训练过程和计算过程
本身就是一个复杂的数值计算算法.这些数值计算
算法的实现往往要求既准确又高效: 一方面, 数值
误差累积所导致的程序错误可能会引起灾难性后

果 [1–6],这要求浮点数值程序在数值误差累积上得
到有效控制; 另一方面, 很多算法要求对应的浮点
程序尽可能高效.如果使用更大内存来提高程序中
各浮点值的表示精度,数值程序的计算量会以几十
倍到几百倍的程度显著增加 [7].例如,它会使得本来
就需要训练数个月的深度学习程序因需要增加数

百倍的训练时间而变得不可行.在业界,为了保持浮
点程序的准确高效,往往会在限制浮点数表示精度
的同时,修改程序的数值算法使之成为一个稳定算
法.

浮点数值程序自动优化是一项新兴静态分析

与转化技术 [8,9], 该技术将数值程序的定义域按照
数值特性自动划分成子空间,并在各个子空间内将
程序执行流程替换成高效、稳定的数值算法. 其转
化核心在于将数值分析领域 [10,11] 的知识总结成程

序转换规则,并将它们组织成一个规则库.通过遍历
规则库中的规则,可以自动将浮点数值程序重写为
更稳定的算法,从而减少其误差累积,最终保障程序
的正确性.由于这一过程并未改变浮点程序中各浮
点值的表示精度,优化后的程序仍然能够保持高效.
另外,由于优化过程完全自动进行,使用这一技术的
软件开发人员仅仅需要维护不需要考虑算法稳定

性的数值程序.这进一步降低了数值程序维护难度,
提高了浮点数值程序的可维护性.

现有浮点程序自动优化方法的优化效率是其

主要瓶颈.以相关工作 [8] 的实验数据为例,平均代
码行数为 5.07行的 28个用例,在双核 2.3 GHz Intel
Core i5平台上的平均优化时间为 68.42秒.一方面,
由于浮点程序自动优化算法关于代码规模的时间

复杂度高于线性关系,因而在大规模浮点数值程序
上直接应用已有的优化方法十分困难;另一方面,优
化一个程序的过程往往需要多次搜索规则并反复

对多个步骤尝试进行算法重写,而工业级的浮点程
序自动优化技术往往需要更为庞大的程序转换规

则库,这将会进一步增加规则的搜索时间,加剧该优
化效率问题.

为了解决这一问题,本文提出了一种经验库制
导的浮点程序优化加速策略.该策略基于浮点误差
成因的相似性原理.其核心思想在于:计算过程相似
浮点程序的误差累积成因也往往是类似的,因此在
很大概率上可以用类似的规则序列来进行重写优

化,而不必在规则库中重新搜索. 举例来说:浮点程
序√𝑥 + 1−√𝑥可以通过规则 𝑎−𝑏 → (𝑎2−𝑏2)/(𝑎+𝑏)
转换成优化形式 1/(√𝑥 + 1 + √𝑥),与之相似的浮点
程序√𝑥 + 1 − √𝑥 + 𝑥同样也可以使用类似的规则
进行优化,得到优化形式 1/(√𝑥 + 1 + √𝑥) + 𝑥. 因此
后一程序在自动优化时可以优先尝试的前一程序

的优化规则,而不必在规则库中查找,以提高优化效
率.
为了实现这一原理,本文的加速策略设计了一

个基于散列化分区存储的经验库.该经验库将已成
功优化浮点程序的符号特结构特征以及优化规则

序列记录下来.当需要对浮点数值程序进行优化时,
加速策略会在经验库中搜索相似程序在优化过程

中使用过的的规则序列,并利用它们来制导规则的
选取过程,从而避免了规则库的多次搜索以及对重
写算法反复进行评估,达到优化加速的目的.随着优
化程序的增多,经验库的规模会逐渐增大,散列化分
区存储设计保证了其检索与匹配效率能够适应大

规模经验库的要求.
我们在 FPBench [12] 浮点程序基准用例集上部

署了实验,以评估本文加速策略的有效性.实验结果
表明,本文加速策略在经验库仅积累 15条优化经验
的条件下,平均优化速度达到了传统浮点程序优化
方法 [8] 的 6.04倍.与此同时,实验结果显示我们的
加速方法在误差优化效果上与已有的低速优化基

本一致,均能显著降低数值程序的累积误差,保证程
序准确高效. 我们进一步在MIT开发的相对论场景
物理模拟引擎 OpenRelativity及其依赖库上实施了
评估实验,实验结果表明本文算法可用于大型实际
用例,且能成功实现现有技术无法完成的数值优化.
本文的主要贡献如下:
1. 本文提出了一种经验库制导的浮点数值程

序优化加速策略.该策略基于浮点误差成因相似性
原理,利用经验库中的优化经验制导并加速程序优
化过程.

2. 本文设计并实现了经验库制导的浮点程序
优化加速策略. 它主要由三部分组成: 基于分区存
储结构的散列化经验库,程序相似度分析,以及经验
库制导优化算法.

For Research Only



肖安祥等：一种经验库制导的浮点程序优化加速策略 3

3. 本文在 FPBench 浮点程序基准用例集和
OpenRelativity开源物理引擎上开展了评估实验.实
验结果表明,在优化后程序精度效率与传统方法类
似的情况下,本文加速策略的平均优化速度可以达
到传统浮点程序优化方法的 6.04倍,优化效果具有
有效性.

2 浮点程序优化

2.1 浮点数值与误差表示

在计算机内部, 浮点数的表示通常遵循
IEEE754标准 [13].它由三部分组成,分别是符号位
(S),指数域 (E)和尾数域 (M).浮点数值可以由公式
𝑣 = (−1)𝑆 × 𝑒𝐸 × 𝑀 计算得到. 其中, 符号位 S 指
示了浮点数的正负性. 当 S=0 时, 表示浮点数值为
正数, 而当 S=1 时表示浮点数值为负数. 指数域 E
决定了该浮点值的数量级浮动范围. 尾数域 M 表
示的该浮点值的有效数字,可用 𝑏0.𝑏1𝑏2...𝑏𝑚来表示,
𝑏𝑖(0 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑚)为其中的一个比特位.IEEE标准定义
了不同精度的浮点数,常见的有 32位单精度浮点数
和 64位双精度浮点数.有限的精度表示不可避免地
引入了舍入误差 (roundoff error). 如果浮点程序的
实现不当,舍入误差会被放大 [14],导致最终计算结
果与预期结果偏离甚远.
在判断一个浮点程序是否存在误差时,我们需

要借助一些误差度量方法.常见的误差度量方法有
三种: 绝对误差, 相对误差, 以及 ulp 误差. 当 𝑓(𝑥)
为浮点程序的理论准确值,𝑓 ′(𝑥) 为浮点程序的实
际输出值时,绝对误差的定义为 𝐸𝑎𝑏𝑠(𝑓 (𝑥), 𝑓 ′(𝑥)) =
|𝑓 ′(𝑥)−𝑓(𝑥)|;相对误差的定义为𝐸𝑟𝑒𝑙(𝑓 (𝑥), 𝑓 ′(𝑥)) =
|(𝑓 ′(𝑥) − 𝑓(𝑥))/𝑓 (𝑥)|. 绝对误差和相对误差在数学
上的定义清晰直接,但在实践上为了更好地处理上
溢 (inf),下溢 (-inf),除零异常 (nan)等特殊值,浮点
程序优化框架定义了 ulp 误差 [8,10,14]. 它的定义如
下:

𝐸𝑢𝑙𝑝(𝑓 (𝑥), 𝑓 ′(𝑥)) = 𝑙𝑜𝑔2|{𝑧 ∈ 𝐹 𝑃 | 𝑙 ⩽ 𝑧 ⩽ 𝑢}| (1)

𝑙 = 𝑚𝑖𝑛(𝑓(𝑥), 𝑓 ′(𝑥)), 𝑢 = 𝑚𝑎𝑥(𝑓(𝑥), 𝑓 ′(𝑥)) (2)

式中 𝐹 𝑃 代表所有浮点数的集合,𝑧 ∈ 𝐹 𝑃 表明 𝑧是
一个浮点数. 这里的 ulp误差从直观上来说即为理
论准确值 𝑓(𝑥) 与实际输出值 𝑓 ′(𝑥) 之间的浮点数
个数差距所对应的二进制数量级.简单来说,ulp误
差计算了浮点程序的理论准确值与实际输出值有

多少个比特位不同,即实际程序输出结果中有多少

比特位是不准确的. 对于 32 位单精度浮点程序来
说,ulp 误差的范围为 [0,32], 64 位双精度浮点程序
的 ulp误差范围为 [0,64].误差为 0表示没有误差,
数值越大则误差越大.

2.2 浮点优化框架

自动化浮点程序优化方法 [8,9] 的基本原理是将

数值分析领域的知识与理论总结成程序转换规则,
并利用规则对浮点程序进行重写,得到一个与原始
程序在理论上等价但误差积累更少的优化程序.最
基本的程序转换规则由两部分组成:匹配模式和生
成模式.匹配模式定义了运用这条规则的浮点程序
须满足的形式要求,生成模式定义了转换后浮点程
序的生成方式.为了描述上的清晰,在本文中我们以

匹配模式 →生成模式

的形式来表示一条程序转换规则.这里我们以规则
𝑎−𝑏 → (𝑎2−𝑏2)/(𝑎+𝑏)为例,𝑎−𝑏是规则的匹配模式,
其中 𝑎和 𝑏是占位符,它不一定仅指代某个变量,也
可以是一个程序段或一个函数.一个程序如果能通
过变量代换的方式匹配规则输入,就可以使用这条
规则.例如 𝑠𝑖𝑛(𝑥)−𝑐𝑜𝑠(𝑦)可以匹配 𝑎−𝑏.当 𝑠𝑖𝑛(𝑥)匹
配 𝑎,𝑐𝑜𝑠(𝑦)匹配 𝑏后,可以利用对应的生成规则做变
量代换,将它重写成 (𝑠𝑖𝑛2𝑥 − 𝑐𝑜𝑠2𝑦)/(𝑠𝑖𝑛(𝑥) + 𝑐𝑜𝑠(𝑦).
重写后的程序和原始程序在数学理论上等价,但由
于采用了不同的计算过程,引入的误差累积也会不
同.
许多浮点算法在定义域的某些子空间能够保

持稳定,而在另一些子空间上误差积累较为严重.对
于这一问题,优化方法会通过静态程序分析推导浮
点程序的各个子空间,并将同一浮点程序的各子空
间分别优化成不同的稳定算法,从而保障在运行时
的各种不同程序输入均能交由在该子空间运行稳

定的数值算法进行处理.
各个定义域子空间内部的浮点优化过程是一

个迭代过程.当优化框架优化一个浮点数值程序时,
会反复遍历与匹配规则库中的程序转换规则,并利
用匹配上的规则对程序进行重写.对于重写后的每
一个程序,优化框架会进一步判断其浮点误差累积
是否低于当前程序,并以误差累积较低的程序来替
换当前程序.然后优化框架会进一步在重写后的程
序上继续遍历与匹配程序转换规则,持续这一迭代
过程,从而不断搜索找到误差更小的高效重写程序.
对于规则数量较小的规则库来说,这一迭代过程能
够取得很好的优化效果.然而随着规则库规模的不
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断扩大,以及待优化数值程序复杂性的加剧,该方法
的优化效率会成为其主要瓶颈.
举例来说, 当优化框架优化一元二次方程的

求解程序 (−𝑏 + √𝑏2 − 4𝑎𝑐)/(2𝑎) 时, 会遍历规则库
并找到所有与其匹配的规则, 比如规则 𝑎 + 𝑏 →
(𝑎2 − 𝑏2)/(𝑎 − 𝑏), 𝑥 → 𝑙𝑜𝑔(𝑒𝑥) 等. 使用这些规则可
以变换生成不同的重写程序.对这一过程进行反复
迭代后,会得到一个数量庞大的重写程序集.最后,
优化算法会分析该浮点程序的定义域,将定义域划
分成子空间 (或者在一元自变量时直接划分成子区
间),并为每个子空间指定误差最小的浮点算法程序
段.通过将这些子空间和程序段以分段函数的形式
进行整合,实现定义域的每个子空间均能保持数值
稳定. 该例子优化后含有三个子区间,输出程序为:

⎧⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎪⎩

−𝑏+√𝑏2−4𝑎𝑐
2𝑎 −10154 < 𝑏 < 0

2𝑐
−𝑏−√𝑏2−4𝑎𝑐

0 ⩽ 𝑏 < 10154

− 𝑐
𝑏 |𝑏| ⩾ 10154

(3)

3 加速算法示例

在本章,我们将会用一个具体的例子来阐述本
文加速策略如何对优化过程进行加速.在优化之前,
假定经验库中已存储了部分程序的优化经验,其中
包括了程序 𝑃 ∶ (−𝑏 + √𝑏2 − 4𝑎𝑐)/(2𝑎)的优化经验,
如表 1所示.

表 1 程序 (−𝑏 + √𝑏2 − 4𝑎𝑐)/(2𝑎)的优化经验

待优化程序 规则序列 优化后程序

−𝑏+√𝑏2−4𝑎𝑐
2𝑎 𝑎 + 𝑏 = 𝑎2−𝑏2

𝑎−𝑏
2𝑐

−𝑏−√𝑏2−4𝑎𝑐
−𝑏+√𝑏2−4𝑎𝑐

2𝑎 √1 + 𝑥 ≈ 1 + 1
2 𝑥 − 𝑐

𝑏

假定现在需要优化另一个程序 𝑄: (−𝑏 −
√𝑏2 − 4𝑎𝑐)/(2𝑎). 在优化之前, 加速策略首先会查
找经验库,看是否存在相似程序的优化经验.如果存
在,则利用这些经验来指导并加速优化过程.为了提
高查询的效率,经验库被设计成一种类似于散列表
的分区存储形式.它由多个分区组成,每个分区会维
护一个散列区间, 分别为 [0,50),[50,100),[100,150),
…,以此类推.查询之前,首先根据待优化程序的符
号结构等信息计算出一个散列值 (具体计算方式将
在 4.2中详细介绍),然后根据散列值来确定各分区
的查找优先级.分区的查找优先级由程序散列值和

各分区 (对应散列区间)的距离决定.两者的距离越
近,则对应分区的查找优先级越高.在这个例子中,
程序𝑄的散列值为 981,落入 20号分区的散列区间
[950,1000),因此 20号分区具备最高的查找优先级.
另一方面,优化经验的存储采用了类似的机制.一个
程序的优化经验会存储在离该程序最近的分区内.
比如对于程序 𝑃 而言,它的程序特征值为 975,同样
落入 20号分区的散列区间 [950,1000),因此它的优
化经验被存储于分区 20.类似于散列表的原理,当
不存在散列值冲突时,经验库的查询会以最高效的
状态进行; 即使散列值发生冲突, 造成多种不同类
型的经验被保存在了同一个分区.后续优化仍然可
以正常执行,不同之处在于进一步的分区内查找会
额外多匹配一次该分区内的其它经验.在进一步进
行分区内查找时,待优化程序会和分区内各优化经
验的前件程序匹配相似度, 若发现存在相似性, 则
取出其该优化经验对应的优化后件 (即优化过程)
进行进一步尝试.可以发现,程序 𝑃 和 𝑄是相似的
(相似度计算方式将在 4.3中详细介绍),因此 𝑃 的
优化经验被取出并用于 𝑄的优化.本文加速策略沿
用了传统优化算法的迭代优化框架.在每轮迭代中,
加速策略会搜索和匹配优化后件中的程序转换规

则,并用这些规则重写当前程序,以生成误差累积更
小的程序. 与传统优化算法不同的是, 加速策略会
直接使用从经验库检索得到的规则序列,而不需要
遍历规则库.在这个例子中,规则√1 + 𝑥 ≈ 1 + 𝑥/2
被用于重写程序 𝑄,生成了程序 −𝑐/𝑏. 然而在使用
规则 𝑎 + 𝑏 = (𝑎2 − 𝑏2)/(𝑎 − 𝑏) 时, 发现程序 𝑄 并
不能匹配这条规则的匹配模式,因而无法直接使用
规则对程序进行重写. 遇到这种情况时, 加速策略
会从规则库中找到与当前规则相似度最高的且可

匹配规则. 在这个例子中, 加速策略找到了替代规
则 𝑎 − 𝑏 = (𝑎2 − 𝑏2)/(𝑎 + 𝑏), 对程序 𝑄做转换得到
(2𝑐)/(−𝑏 + √𝑏2 − 4𝑎𝑐). 最终,本文加速后的优化策
略通过对定义域划分子空间而得到最终的优化结

果.
⎧⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎪⎩

−𝑏−√𝑏2−4𝑎𝑐
2𝑎 0 ⩽ 𝑏 < 10154

2𝑐
−𝑏+√𝑏2−4𝑎𝑐

−10154 < 𝑏 < 0

− 𝑏
𝑎 + 𝑐

𝑏 |𝑏| ⩾ 10154

(4)

回顾程序 𝑄的优化过程可以发现,相比于传统
优化算法,加速算法避免了对规则库进行遍历匹配.
随着越来越多规则被总结和发现,规则库的规模会
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日益庞大,而加速算法的优化效率依旧能保持高效,
这显著提高了浮点误差自动优化技术的可用性.同
时, 经验库的设计采用了散列化分区存储结构. 在
大规模数据下,经验库依旧能保持较好的查询性能,
而不会成为优化框架的性能瓶颈.本章的示例重点
描述了加速策略的优化主流程,并隐藏了部分算法
细节,这部分内容将在第四章进行介绍.

4 优化加速策略

4.1 概述

本文提出了一种经验库制导的浮点程序优化

加速策略,其优化流程如图 1所示.对于一个给定的
输入程序,优化加速策略首先会判断是否能使用已
有的优化经验来加速当优化过程,然后再决定使用
哪种优化策略.优化开始前,会尝试从优化经验库中
检索与输入程序相似度较高的程序,并取出优化该
程序时使用过的规则序列.如果检索成功,则使用这
些规则序列加速优化过程.反之,如果检索失败,加
速策略则会退化成相对低效的贪心策略 (具体使用
哪种策略取决于要加速的对象,其基本优化思路可
参见第二章).待优化结束后,如果没有用到加速策
略,说明当前经验库缺乏这类程序的优化经验,此时
会将当前程序的优化规则序列存储在经验库中,以
便将来遇到相似程序时能加速其优化过程.随着越
来越多的程序被优化,经验库会累积大量优化经验.
此时,经验库的搜索成功率会逐渐提高,更多程序的
优化过程将会得到加速.
优化加速策略需要解决三个关键问题.第一,随

着经验库规模的不断增长,如何保证检索效率不会
成为性能瓶颈.第二,如何准确衡量程序相似度.第
三,如何利用优化经验来加速优化过程.我们将在下
面小节中对其进行一一介绍,并在本节最后对该算
法的可并行性进行探讨.

输入程序

存在相似
程序的优
化经验？

使用贪心策
略进行优化

不存在

输出程序

优化经验库

使用加速策
略进行优化

存在

保存优化经验

图 1 优化加速策略的优化流程

4.2 优化经验库

为了解决经验库在大规模数据下的查询效率

问题, 本文将经验库设计成一种分区存储结构. 如
图 2所示,经验库以分区的形式存储,每个分区内部
只存储一部分优化经验.此外每个分区会维护一个
散列区间, 当对经验库发起查询请求时, 会先根据
输入程序的符号结构特征计算出一个散列值,并根
据散列值确定各个存储分区的查找优先级.查找算
法会优先查找优先级最高的分区,如发生散列冲突,
会导致优先级最高的分区内保存着一些用不了的

优化经验,额外增加一些分区内的匹配时间.在分区
内匹配时,通过分析存储于该分区的程序和待优化
程序的相似程度,取出相似程序的优化经验来指导
并加速当前程序的优化过程.
在我们的经验库中,每一条优化经验由前件和

后件两部分组成.其前件是一个以前被成功优化过
的数值程序,该程序在被整体保存到经验库之前会
进行标准化, 去除和数值无关的代码, 对数值运算
过程中涉及到的变量进行标准化重命名,使其数值
运算的特性得到集中保留.其后件记录了该程序的
优化步骤,即优化该程序用到的程序转换规则序列.
在优化时,我们首先匹配待优化程序和经验的前件
程序是否匹配,如果能匹配上,则优先尝试应用经验
后件的转换规则对代优化程序进行转换和重写,即
可得到对应的重写程序.

散列区间
[0,50)

散列区间
[50,100)

散列区间
[100,150)

散列区间
[150,200)

    

图 2 优化经验库的散列化分区存储结构

在散列化分区查找时,查找优先级和输入程序
的散列值有关.其计算公式如下:

散列值 = ∑
符号∈程序

符号编码 ×位置编码 (5)

程序的符号是构成程序的基本元素,有三种类别,分
别是输入参数,常量以及运算符.比如,程序 𝑓(𝑥) =
𝑥 + 1共有 3个符号,其中 𝑥是输入参数,+是运算
符,1是常量.符号的编码值根据其类型的不同采用
了不同的编码规则.输入参数的编码值由它在参数
列表中的声明顺序决定.参数列表中第一个参数的
编码值为 1,第二个参数的编码值为 2,以此类推.常
量的编码值等于常量本身.运算符的编码值通过查
询编码表 1 得到.编码表为每种运算符都预先定义

1符号编码表参见https://software.nju.edu.cn/njdx/DFS//file/2020/09/11/
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了一个编码值. 其编码的基本原则是: 如果两个运
算符的语义是相似的,则它们的编码值相近.反之,
如果两个运算符的语义差异较大,则它们的编码值
会有显著差异.这种设计使得符号语义相似的程序
能计算得到相似的散列值.在计算散列值时,还需要
计算符号的位置编码值,其编码函数的定义如下:

位置编码值 =程序高度 −符号深度 + 1 (6)

每个程序都能转换成一个与之等价的二叉树形式,
其中非叶子用于表示运算符,叶子节点用于表示操
作数, 比如输入参数或者常量. 程序高度等于其对
应二叉树的高度 (树根的高度为 0),而符号深度等
于该符号对应节点在二叉树中和树根的距离 (树
根的深度为 0). 直观来看, 散列值是对程序符号结
构特征的一种抽象表示.其中符号编码抽象了程序
的符号特征, 而位置编码抽象了程序的结构特征.
一般情况下, 符号结构特征越相似的程序, 它们计
算的散列值会越接近. 以程序 𝑃1 ∶ √𝑥 + 1 − √𝑥
和 𝑃2 ∶ 3√𝑥 + 1 − 3√𝑥 为例. 根据符号编码的编码
定义, 上述符号的编码值分别为 𝐸(𝑥) = 1, 𝐸(+) =
10, 𝐸(−) = 11, 𝐸(√) = 60, 𝐸( 3√) = 61.可以看出,在
预定义的符号编码值中,语义接近的+和−,√和 3√
有着较为接近的编码值.再由散列值计算公式 5,𝑃1
的散列值等于 4 × 𝐸(−) + 3 × 𝐸(√) + 3 × 𝐸(√) + 2 ×
𝐸(+) + 2 × 𝐸(𝑥) + 1 × 𝐸(𝑥) + 1 × 𝐸(1) = 428.类似
地,𝑃2 的散列值为 434.可以看出,它们的散列值是
比较接近的.而对于一个在符号和结构上与 𝑃1, 𝑃2
均不相似的程序, 例如 𝑃3 ∶ (𝑥 − 𝑦)2, 其散列值为
190,和 𝑃1, 𝑃2 的散列值相差较大.

值得注意的是散列值可能会因为发生冲突而

造成检索效率下降,当我们的经验库中保存了 𝑛条
经验数据, 散列值编码由 𝑑 比特的数据位构成, 则
理论最大编码值为 2𝑑 . 这里我们假设经验库中各优
化经验及其编码相互独立,并将每一条经验的编码
分布近似看作均匀分布的随机编码,并在此基础上
计算冲突概率 𝑝(𝑛) = 1 − 𝑞(𝑛, 𝑑). 𝑞(𝑛, 𝑑)是不发生冲
突的概率,即在 𝑑 比特编码下, 𝑛条优化经验的散列
值均互不相同的概率. 由于理论上存在 2𝑑 条编码

数据, 在编码分布相互独立时, 某一条优化经验可
能成为一个特定编码的概率为 1/2𝑑 ,因而该经验与
另外 𝑛 − 1条经验散列值不同的概率为 1 − 𝑛−1

2𝑑 ,经

20200911192221661ybwy78.pdf

过递归运算,我们有:

𝑞(𝑛, 𝑑) = (1 − 𝑛 − 1
2𝑑 ) ⋅ 𝑞(𝑛 − 1, 𝑑)

= (1 − 𝑛 − 1
2𝑑 ) ⋅ (1 − 𝑛 − 2

2𝑑 ) ⋯ (1 − 1
2𝑑 )

当 𝑑 = 64时,即使经验库规模 𝑛达到 109 量级,冲
突概率 𝑝(𝑛) < 0.0267,因此,本文方法的冲突概率很
低.
经验库被分成了多个分区,每个分区对应一个

散列区间, 分别为 [0, 50), [50, 100), [100, 150), …,
以此类推. 每个散列区间的中点值被视作该分区
的唯一标识符. 例如,1 号分区的标识符为 25,2 号
分区的标识符为 75,以此类推.在存储已优化浮点
程序的优化经验时,首先会根据该程序的符号结构
特征计算出其散列值,然后将相关数据存储于最近
的分区内. 程序和分区的距离等于 |程序散列值 −
分区唯一标识符|.由于散列值在一定程度上是对程
序符号结构特征的抽象, 处于相同分区的程序, 其
相似度往往会高于不同分区程序的相似度.类似地,
在查找过程中分区的查找优先级由其标识符与待

优化程序的距离决定.两者的距离越小,则分区的查
找优先级越高.如果分区的标识符接近于散列值,其
存有相似程序优化经验的概率更高.查找经验库时,
只需在优先级最高的分区进行查找,而无需遍历整
个经验库,最终通过程序相似度分析即可找到相似
程序的优化记录.我们在不同的经验库规模下验证
了经验查询时间,结果如表 2所示,可以看到查询时
间实际受经验库规模的影响很小.出现这一现象的
主要原因在于:1)理论上查询散列表的时间复杂度
是常数复杂度 O(C),应当不受经验库规模的影响;2)
实践中散列表可能会发生散列值冲突,随着经验库
规模的增大,发生冲突的概率会略有增加,根据前面
的推导可知,即使经验库规模 𝑛达到 109 量级,其冲
突概率 𝑝(𝑛) < 0.0267,完全能够满足算法要求.

表 2 不同经验库规模的查询时间

经验库规模 100 1000 10000

查询时间 2.18𝑠 2.37𝑠 2.79𝑠

4.3 程序相似度分析

在查找经验库的某个分区时,我们需要找到相
似程度的优化经验,此时需要计算分区内各优化经
验的前件程序和待优化程序之间的相似程度.本文
从符号特征和结构特征两个维度出发,设计了下列
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程序相似度计算策略:

程序相似度 = 0.5×(符号相似度+结构相似度) (7)

符号相似度的定义如下:

𝑆𝑠𝑦𝑚(𝑃1, 𝑃2) = 2 × |𝑠ℎ𝑎𝑟𝑒𝑑|
|𝑠𝑦𝑚𝑠(𝑃1)| + |𝑠𝑦𝑚𝑠(𝑃2)| (8)

𝑠ℎ𝑎𝑟𝑒𝑑 = {𝑠|𝑠 ∈ 𝑠𝑦𝑚𝑠(𝑃1) ∧ 𝑠 ∈ 𝑠𝑦𝑚𝑠(𝑃2)} (9)

其中, 𝑠𝑦𝑚𝑠(𝑝)表示程序 𝑝的符号集, |𝑠|表示集合 𝑠
的元素个数. 根据定义, 符号相似度的取值范围为
[0,1].数值越高,则表示两个程序在符号这个维度上
更相似. 符号相似度的基本思想是: 若程序共享的
符号数量占总符号数量的比例越高,则它们的相似
度越高.以计算程序 𝑃1 ∶ 𝑒𝑥 − 1和 𝑃2 ∶ 𝑒𝑎𝑥 − 1的符
号相似度为例,它们的共享符号集为 {𝑒, 𝑥, −, 1}.不
同的点在于,程序 𝑃2 还多了一个符号 𝑎.根据定义,
两者的符号相似度为 2 × 4/(4 + 5) = 0.89.可以看出,
符号相似度是计算次序不敏感的.即在计算程序相
似度时,我们并不考虑符号所处的位置,而只考虑它
是否存在. 为了弥补这一点, 我们引入了结构相似
度.它的定义如下:

𝑆𝑠𝑡𝑟𝑢𝑐𝑡(𝑃1, 𝑃2) = |𝑒𝑠|
𝑚𝑖𝑛(|𝑠𝑦𝑚𝑠(𝑃1)|, |𝑠𝑦𝑚𝑠(𝑃2)|) (10)

𝑒𝑠 = {𝑠1|𝑒𝑞(𝑠1, 𝑠2) ∧ 𝑠1 ∈ 𝑠𝑦𝑚𝑠(𝑃1)
∧ 𝑠2 ∈ 𝑠𝑦𝑚𝑠(𝑃2)}

(11)

根据定义, 结构相似性的取值范围为 [0,1]. 数值
越高, 则表示两个程序在结构上越相似. 在这个定
义中,𝑒𝑞 函数用于判断两个符号是否相等. 符号相
等需要满足两个条件. 其一, 它们处在两个程序的
相同位置. 在计算符号位置时, 需要先将程序转成
等价的二叉树形式, 根节点到符号结点的路径唯
一标识了该符号的位置. 例如, 程序 𝑥 + 𝑦 的 + 和
程序 𝑎 × 𝑏 的 × 都位于各自程序二叉树形式的根
节点处, 因此它们所处的位置相同. 其二, 两个符
号处在同一分组. 我们预先将常用符号进行了分
组 2. 分组的基本原则是将一些语义上相似的符
号放在同一分组, 而语义差异明显的符号放在不
同分组. 例如, 符号 + 和 − 放在同一分组, 而符号
𝑠𝑖𝑛 和 𝑐𝑜𝑠 放在另一分组. 结构相似度计算的是相
等符号对占总符号数的比例. 所占比例越高, 说明
两个程序在结构这个维度上越相似. 以计算程序

2符号分组定义参见https://software.nju.edu.cn/njdx/DFS//file/2020/09
/11/20200911192211454pkdkc9.pdf

𝑃3 ∶ (1 − 𝑐𝑜𝑠(𝑥))/(𝑥 × 𝑥) 和 𝑃4 ∶ (1 − 𝑒𝑥)/(𝑦 × 𝑧)
的结构相似度为例, 共有 7 个相等符号对, 分别为
{1, 1}, {−, −}, {𝑥, 𝑥}, {/, /}, {𝑥, 𝑦}, {×, ×}, {𝑥, 𝑧}. 根

据定义, 两者的结构相似度为 7/𝑚𝑖𝑛(8, 8) = 0.875.
可以看出, 结构相似度是计算次序敏感的, 和计算
次序不敏感的符号相似度形成了互补关系.

4.4 优化加速算法

本文提出了一种经验库制导的浮点程序优化

加速算法,其详细定义参见算法 1.其输入通常是一
个带有累积误差的浮点数值程序,而输出是一个与
输入程序语义等价且浮点误差累积更小的程序.除
输入参数外,算法还需要依赖两个全局变量,分别是
优化经验库 OptExp和程序候选集 Candidates.优化
经验库的作用是存储过往浮点数值程序的优化经

验, 并用于指导并加速当前程序的优化过程 (参见
4.2). 程序候选集的作用是收集程序转换过程中生
成的中间程序,用于结束阶段的区间划分和优化结
果合并.算法定义主要包含了两个函数, Optimize和
FastOptimize.

Optimize函数是整个优化过程的入口,定义了
优化的主流程.在优化开始阶段,首先从优化经验库
检索相似程序的优化经验 (第 2行).如果检索成功,
则使用加速策略进行优化 (第 4-7行).优化经验包
含了一系列优化规则序列,它可以指导优化算法快
速选取合适的程序转化规则对程序进行重写,从而
生成误差累积更小的程序.这些程序会被加入到候
选程序集 Candidates中,用于最终的区间划分和结
果合并.如果优化经验检索失败,优化算法会退化成
传统的贪心策略 (第 9-11行).优化成功后,相关优
化经验会被保存,从而帮助经验库累积更多优化经
验,以加速后续优化过程.

FastOptimize函数的输入是一个程序和一个规
则序列.它会优先使用规则序列中的规则重写程序,
而不是重新遍历规则库,从而达到快速优化的目的.
规则序列使用链表进行存储,通过递归调用的方式
依次取出每条规则 (第 22行),将其用于重写程序.
遍历完规则链表后,将重写生成的新程序加入到候
选程序集中 (第 24行).在应用规则的过程中,有可
能会出现程序与规则的输入模式不匹配的情况 (第
18 行). 此时会从规则库中寻找一个与该规则相似
度最高且与当前程序相匹配的规则 (第 19行),用它
来重写当前程序 (第 21行).
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算法 1经验库制导的浮点误差优化加速算法
输入: 带累积误差的浮点数值程序
全局变量: 优化经验库 𝑂𝑝𝑡𝐸𝑥𝑝
全局变量: 候选程序集 𝐶𝑎𝑛𝑑𝑖𝑑𝑎𝑡𝑒𝑠
输出: 与输入程序等价且浮点误差累积更小的程序

1: function 𝑂𝑝𝑡𝑖𝑚𝑖𝑧𝑒(𝑝)
2: 𝑟𝑢𝑙𝑒𝑆𝑒𝑞𝐿𝑖𝑠𝑡 ← 𝑂𝑝𝑡𝐸𝑥𝑝.𝑔𝑒𝑡𝑅𝑢𝑙𝑒𝑆𝑒𝑞𝑢𝑒𝑛𝑐𝑒𝑠(𝑝)
3: if 𝑟𝑢𝑙𝑒𝑆𝑒𝑞𝐿𝑖𝑠𝑡 ≠ 𝑛𝑢𝑙𝑙 then //使用加速策略
4: for 𝑟𝑢𝑙𝑒𝑆𝑒𝑞 in 𝑟𝑢𝑙𝑒𝑆𝑒𝑞𝐿𝑖𝑠𝑡 do
5: 𝐹 𝑎𝑠𝑡𝑂𝑝𝑡𝑖𝑚𝑖𝑧𝑒(𝑝, 𝑟𝑢𝑙𝑒𝑆𝑒𝑞)
6: end for
7: return 𝐶𝑎𝑛𝑑𝑖𝑑𝑎𝑡𝑒𝑠.𝑐𝑜𝑚𝑏𝑖𝑛𝑒()
8: else //退化成传统的贪心策略
9: 𝑒𝑥𝑝𝑒𝑟𝑖𝑒𝑛𝑐𝑒 ← 𝐺𝑟𝑒𝑒𝑑𝑦𝑂𝑝𝑡𝑖𝑚𝑖𝑧𝑒()
10: 𝑂𝑝𝑡𝐸𝑥𝑝.𝑠𝑎𝑣𝑒(𝑒𝑥𝑝𝑒𝑟𝑖𝑒𝑛𝑐𝑒)
11: return 𝑒𝑥𝑝𝑒𝑟𝑖𝑒𝑛𝑐𝑒.𝑟𝑒𝑠𝑢𝑙𝑡
12: end if
13: end function
14:

15: function 𝐹 𝑎𝑠𝑡𝑂𝑝𝑡𝑖𝑚𝑖𝑧𝑒(𝑝𝑟𝑜𝑔𝑟𝑎𝑚, 𝑟𝑢𝑙𝑒𝑆𝑒𝑞)
16: if 𝑟𝑢𝑙𝑒𝑆𝑒𝑞 ≠ 𝑛𝑢𝑙𝑙 then
17: 𝑟𝑢𝑙𝑒 ← 𝑟𝑢𝑙𝑒𝑆𝑒𝑞.𝑣𝑎𝑙𝑢𝑒
18: if 𝑝𝑟𝑜𝑔𝑟𝑎𝑚和 𝑟𝑢𝑙𝑒不匹配 then
19: 𝑟𝑢𝑙𝑒 ← 𝑔𝑒𝑡𝑆𝑖𝑚𝑖𝑙𝑎𝑟𝑅𝑢𝑙𝑒(𝑝𝑟𝑜𝑔𝑟𝑎𝑚, 𝑟𝑢𝑙𝑒)
20: end if
21: 𝑛𝑒𝑥𝑡 ← 𝑡𝑟𝑎𝑛𝑠𝑓𝑜𝑟𝑚(𝑝𝑟𝑜𝑔𝑟𝑎𝑚, 𝑟𝑢𝑙𝑒)
22: 𝐹 𝑎𝑠𝑡𝑂𝑝𝑡𝑖𝑚𝑖𝑧𝑒(𝑛𝑒𝑥𝑡, 𝑟𝑢𝑙𝑒𝑆𝑒𝑞.𝑛𝑒𝑥𝑡)
23: else
24: 𝐶𝑎𝑛𝑑𝑖𝑑𝑎𝑡𝑒𝑠.𝑎𝑑𝑑(𝑝𝑟𝑜𝑔𝑟𝑎𝑚)
25: end if
26: end function

4.5 并行优化探讨

随着多核平台的普及,利用多核架构来进一步
提高优化速度是一种有效的加速方式. 本文经验库
制导的加速优化策略是一个可并行算法,其可并行
任务按照粒度可以分为三个层次: 不同优化经验的
并行利用、经验内部实施过程的并行优化、以及重

写规则执行过程内的并行优化.
不同优化经验的并行利用是指在对经验库做

相似度匹配时,多条经验的前件程序可以并行匹配,
对应多条经验匹配成功后后件处理也可以并行执

行. 该粒度下的并行性瓶颈取决于实际需要匹配的
经验数量,最终对应于有效优化经验在算法实施中
的优先级. 从表面上看, 并行算法可以应用到经验
库的每一条经验上,似乎表明该粒度下的并行瓶颈
取决于经验总数量, 然而实际并不是这样. 尝试大
量低优先级的无效经验会消耗大量的非必要系统

资源,尽管此时看起来 CPU满载,但其实这些负载

是可以节省下来的. 因此, 实际运行时仅需要并行
利用高优先级的优化经验即可.
经验内部实施过程的并行优化是指当匹配到

某一条经验后，对该经验对定义域划分的各个子空

间优化过程进行并行执行，以及对每个子空间的并

行执行不同的重写规则. 该粒度下的主要并行瓶颈
为该经验的定义域子空间数量,以及每个子空间的
重写规则数.
重写规则执行过程内的并行优化是指对于一

些复杂的重写规则,其执行过程本身可以实施规则
内部的并行优化. 例如泰勒展式重写规则, 其展开
过程是可以对各展开项的重写与评估来实施并行

优化. 对于简单规则来说, 该粒度的并行优化难以
实施. 该粒度下的主要并行瓶颈是当前规则的可并
行重写任务数. 由于各粒度的并行能力可以相互叠
加,因此实际算法在整体上的并行瓶颈可以认为是
各粒度并行任务上限之积.
从负载均衡的角度来说,本文方法需要实施动

态负载均衡. 由于优化任务的特殊性, 各程序优化
任务及子任务负载和很多因素有关,如经验库的经
验分布、规则库的规则顺序、待优化程序的执行次

序、甚至输入形式等因素都会对优化任务负载产生

重要影响. 因此我们很难在优化执行前完整估计其
各个并行子任务负载状况,也就很难在优化前静态
分配各并行单元的运行负载. 我们可以在并行算法
实施时,从不同粒度来划定可并行任务,将它们动态
加入待执行队列,并在运行时动态分配给各个 CPU
计算资源,当某个 CPU空闲时动态将队列中剩余的
任务分配给它,以实现负载均衡.

5 实验评估

我们在 FPBench [12] 的基准浮点用例集上部署
了实验来评估本文加速策略的有效性.FPBench 涵
盖了各种不同类型的经典浮点程序,并同时给出数
值分析专家的人工优化方案,其具体说明如表 3所
示.用例集中的人工优化方案大部分来源于权威著
作 Hamming’s Numerical Methods for Scientists and
Engineers [11],由于该用例集十分典型,现有数值优
化评估方法 [8,9] 也常以该基准用例集作为主要实验

评估用例. 除此之外, 为了评估本文算法在大型实
际用例上的优化情况,本文进一步在MIT开发的相
对论场景物理模拟引擎 OpenRelativity及其依赖库
上实施了评估实验.
本文实验运行于Macbook Pro, CPU为 2.30GHz
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的 Intel Core i5,内存为 8GB的 DDR3,操作系统为
Mac OSX High Sierra, 开发语言为 Racket v7.0，此
外我们实现了简单的单机环境多核并行优化,以评
估本文算法在多核环境下的优化效果.
通过实验,本文拟回答以下三个关键的研究问

题:

• 研究问题 1: 经验库制导的优化加速策略能达
到怎样的加速效果?

• 研究问题 2: 加速后数值优化方法的优化精度
如何?

• 研究问题 3: 本文加速方法在大型实际数值应
用上是否可用?

5.1 实验设计

表 3 FPBench用例程序说明

用例程序 说明

2𝑎𝑡𝑎𝑛 用 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛(𝑁 + 1) − 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛(𝑁)对
定积分 ∫𝑁+1

𝑁
𝑑𝑥

1+𝑥2 求值

2𝑐𝑏𝑟𝑡 对
3√𝑥 + 1 − 3√𝑥求值

2𝑠𝑖𝑛 对 𝑠𝑖𝑛(𝑥 + 𝜖) − 𝑠𝑖𝑛(𝑥)求值

2𝑡𝑎𝑛 对 𝑡𝑎𝑛(𝑥 + 𝜖) − 𝑡𝑎𝑛(𝑥)求值

𝑐𝑜𝑠2 对 (1 − 𝑐𝑜𝑠(𝑥))/𝑥2 求值

𝑐𝑢𝑏𝑖𝑐 计算一元二次方程较大根的变体,
(−𝑏 + √𝑏2 − 3𝑎𝑐)/(3𝑎)

𝑒𝑥𝑝2 对 𝑒𝑥 − 2 + 𝑒−𝑥 求值

𝑒𝑥𝑝𝑎𝑥 对 𝑒𝑎𝑥 − 1求值

𝑒𝑥𝑝𝑞2 对 𝑒𝑥/(𝑒𝑥 − 1)求值

𝑙𝑜𝑔𝑞 对 𝑙𝑜𝑔( 1−𝜖
1+𝜖 )求值

𝑚𝑎𝑡ℎ.𝑠𝑖𝑛 计算复数正弦值的虚部

𝑞𝑢𝑎𝑑2𝑚 计算一元二次方程较小根的变体,
(−𝑏 − √𝑏2 − 𝑎𝑐)/𝑎

𝑞𝑢𝑎𝑑2𝑝 计算一元二次方程较大根的变体,
(−𝑏 + √𝑏2 − 𝑎𝑐)/𝑎

𝑞𝑢𝑎𝑑𝑝 求解一元二次方程的较大根

本文的加速策略需要经验库来制导.我们构造
了一个基于 C库基础数学函数的优化经验库,以此

表 4 基于 C语言标准数学库的经验库初始化程序集

C库函数 初始化程序
最大

ulp误差

𝑠𝑞𝑟𝑡 (−𝑏 − √𝑏2 − 4𝑎𝑐)/(2𝑎) 33比特
𝑠𝑞𝑟𝑡 √𝑥 + 1 − √𝑥 30比特
𝑒𝑥𝑝 𝑒𝑥 − 1 59比特
𝑒𝑥𝑝 𝑒−𝑥 − 𝑒𝑥 58比特
𝑒𝑥𝑝 (𝑒𝑥 − 1)/(𝑒𝑥 + 1) 39比特
𝑙𝑜𝑔 𝑙𝑜𝑔((1 + 𝑥) ∗ (1 − 𝑥)) 30比特
𝑙𝑜𝑔 𝑙𝑜𝑔(1 − 𝑥) − 𝑙𝑜𝑔(1 + 𝑥) 58比特
𝑙𝑜𝑔 𝑙𝑜𝑔(1 − 𝑥) + 𝑙𝑜𝑔(1 + 𝑥) 29比特
𝑠𝑖𝑛 𝑥 − 𝑠𝑖𝑛(𝑥) 10比特
𝑠𝑖𝑛 𝑠𝑖𝑛(𝑥 − 𝑦) 15比特
𝑐𝑜𝑠 𝑐𝑜𝑠(𝑥 − 𝑦) 15比特
𝑐𝑜𝑠 𝑐𝑜𝑠(𝑥 + 𝑦) − 𝑐𝑜𝑠(𝑥) 40比特
𝑡𝑎𝑛 𝑥 − 𝑡𝑎𝑛(𝑥) 10比特

𝑠𝑖𝑛, 𝑡𝑎𝑛 (𝑥 − 𝑠𝑖𝑛(𝑥))/(𝑥 − 𝑡𝑎𝑛(𝑥)) 31比特
𝑠𝑖𝑛, 𝑒𝑥𝑝 0.5 × 𝑠𝑖𝑛(𝑥) × (𝑒−𝑦 − 𝑒𝑦) 43比特

来分析评估实验效果.用于积累经验库的 C库基础
数学函数如表 4所示.

在实验过程中为了保证评估的公平性,每完成
一个实验用例的优化后,会把经验库重置.即保证每
个用例的实验结果是在相同经验库下完成了,与优
化次序无关.另外,本文所有数据均为双精度浮点数
的优化结果.

本文以无加速策略的 Herbie算法 [8] 和平衡精

度加速策略 [15] 作为评估对比方法. Herbie算法是
近年来业界最著名的数值程序优化算法之一, 在
FPBench等用例上优化效果显著,而平衡精度加速
策略通过降低数值优化精度来提高优化速度,是到
目前为止加速效果最好的数值优化算法.

5.2 加速效果评估

我们对 FPBench 的各数值用例程序分别运行
三种不同的优化算法: 未加速的 Herbie 原始算法、
平衡精度的加速优化策略、和本文的经验库制导加

速优化策略,并对比记录它们在本文实验平台上的
优化时间.图 3和表 5分别展示了实验结果及其对应
的细节数据. 从实验结果来看,加速前后的时间差
距显著:在平均情况下,Herbie算法的优化时间是本
文加速策略的 6.04倍,即两者加速比为 6.04. 而目
前为止加速效果最好的平衡精度加速策略仅能达

到 1.95倍的加速比. 这里的加速比定义为 𝜌 = 𝑡𝑜/𝑡𝑛,
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其中 𝑡𝑜 为加速前的优化时间,𝑡𝑛 为加速后的优化时

间, 而平均加速比由平均优化时间计算所得. 这里
的优化时间统计的是优化算法将输入程序优化成

浮点误差累积更小的输出程序的总时间.因此,它包
括了规则搜索,规则匹配,程序重写等所有优化相关
子过程的时间开销.

表 5进一步给出了各用例在规则库中搜索匹配
规则的相关数据.由于没有经验库的制导,Herbie原
始算法以及平衡精度策略需要在优化过程中反复

搜索规则库、匹配规则、并评估转换后的程序.由
于平衡精度策略仅仅调整了优化过程中的计算精

度而并未改变规则的搜索匹配过程,因此其规则搜
索与匹配数量和原始 Herbie 算法相同, 此时仅能
达到 1.95 倍的平均加速; 本文算法由于经验库制
导而大大减少了规则搜索和匹配数量,对应地减少
了重写程序的高精度评估次数,因而能够达到平均
6.04 倍的加速效果. 在平均情况下,Herbie 原始算
法和平衡精度策略尝试的重写规则数是本文加速

策略的 45.06倍.本文将该比值定义为重写规则比
𝜎 = 𝑚𝑜/𝑚𝑛. 其中 𝑚𝑜 为原来的重写规则数量, 𝑚𝑛 为

本文加速后的重写规则数量. 表 5的实验数据中各
用例的重写规则比一般是明显高于本文策略的加

速比, 这一现象的主要原因在于: 加速前后算法除
了需要执行规则匹配与程序重写操作外,还需要执
行包括用例输入生成,误差计算等额外操作.无论是
否采用经验库制导的加速策略,这些额外操作都是
必不可少的.因此在加速前后的程序优化时间里都
包含了这些额外操作所消耗的时间.这导致优化时
间的比值 (即加速比)会比重写规则数量的比值 (即
重写规则比)更加趋近于 1.

另外我们还观察到,不同程序用例的加速比并
不相同.有的用例 (例如 2𝑐𝑏𝑟𝑡)能够达到 93.42倍的
加速比,而另一些用例 (例如 𝑐𝑢𝑏𝑖𝑐)仅达到 3.04倍
的加速比.在用例 2𝑐𝑏𝑟𝑡中,造成数值稳定性问题的
核心浮点计算过程是

3√𝑥 + 1 − 3√𝑥.在 x较大时该
计算过程存在大数相消,从而造成程序不稳定.在没
有经验库制导的条件下,该程序的优化过程会匹配
一些处理起来非常耗时的规则 (如泰勒展开规则),
并尝试用它们来做优化. 而在经验库制导下, 本文
加速策略能预先绕过这些无效但复杂的规则尝试,
从而节省了大量的优化时间.而在另一些用例上本
文加速策略绕过的重写规则较为简单,例如在 𝑐𝑢𝑏𝑖𝑐
上主要绕过一些对优化无效的简单规则,比如加法
交换律规则,加速效果相对来说不够明显,仅能达到

3.04倍的加速比.因此本文加速策略带来的加速效
果在不同类型的用例上会有所不同.
我们进一步评估了本文算法在多核环境下的

并行优化效果. 表 5的最后 2列描述了在 4核环境
下,达到同样的优化精度所需的平均优化时间和加
速比. 实验结果表明,在多核平台下本文加速策略
的性能得到了进一步的提升, 加速比达到了 23.34
倍,平均优化时间减少了 74.1%,基本能够充分利用
4核平台的性能.

5.3 优化精度评估

本文进一步分析了未加速的 Herbie原始算法、
平衡精度的加速优化策略、以及本文的经验库制导

加速优化策略在优化前后的数值精度变化,对于每
一个用例,我们随机生成输入来分别运行各不同加
速策略优化前后的数值程序.这些随机生成的输入
首先被缓存起来,然后分别用于驱动各种不同加速
策略优化前后的用例程序,从而保证各用例程序由
完全相同的随机输入驱动. 由这些用例驱动下的程
序输出与基准用例集的高精度标准输出计算 ulp误
差 (该误差由公式 1定义).通过计算不同随机输入
下的 ulp误差均值,我们可以得到各程序的平均 ulp
误差,并以此来评判程序的数值稳定性.平均 ulp误
差越低,则表示程序的数值稳定性越好.
在浮点程序的传统评估方法中, 并不是

通 过 在 区 间 [MIN_DOUBLE,MAX_DOUBLE]
均 匀 采 样 来 随 机 生 成 程 序 输 入. 这 里
MIN_DOUBLE 和 MAX_DOUBLE 分 别 指 双
精度浮点类型能够表示的最小值和最大值. 因为
[MIN_DOUBLE,MAX_DOUBLE]的表示范围较大,
在这一区间内均匀采样很难得到绝对值较小的程

序输入.因此本文通过比特位采样的方式来随机获
得程序输入.该方法的基本思想是将表示浮点数的
每一个二进制比特位看作独立数据,分别有 50%的
概率取到 0,也有 50%的概率取到 1.将双精度浮点
数的每一个比特位进行随机采样后组合,产生随机
输入. 由于浮点数的表示特性, 这种方式既能保证
获得绝对值较大数据的概率,也能保证获得绝对值
较小数据的概率.
图 4显示了精度变化的实验结果,由其数据可

以看出,平衡精度的加速优化策略明显降低了优化
程序的优化精度,其优化后的平均 ulp误差大约为 8
比特,而本文加速策略能够基本达到和未加速的原
始优化算法相同的精度, 优化后的平均 ulp误差均
为 3比特. 出现这一现象的根本原因仍然是因为平
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图 3 不同加速策略加速前后的 FPBench基准用例优化时间

表 5 经验库制导加速前后的重写规则应用数目与优化时间对比

FPBench
用例程序

原始/平衡
策略规则数

本文策略

规则数

重写

规则比

未加速

优化时间

平衡精度

优化时间

本文策略

优化时间

平衡精度

加速比

本文策略

加速比

四核并行

优化时间

四核并行

加速比

2𝑎𝑡𝑎𝑛 222 4 55.5 20.05s 12.47s 2.47s 1.61x 8.12x 0.78s 25.71x
2𝑐𝑏𝑟𝑡 639 2 319.5 129.86s 61.36s 1.39s 2.12x 93.42x 0.55s 236.11x
2𝑠𝑖𝑛 204 4 51.0 28.02s 19.38s 8.37s 2.32x 3.35x 3.48s 8.06x
2𝑡𝑎𝑛 275 4 68.75 64.5s 29.2s 10.3s 2.83x 6.26x 3.18s 20.31x
𝑐𝑜𝑠2 293 4 73.25 32.74s 17.83s 3.82s 1.84x 8.57x 1.05s 31.18x
𝑐𝑢𝑏𝑖𝑐 287 13 22.08 101.19s 51.06s 33.3s 1.98x 3.04x 8.5s 11.86x
𝑒𝑥𝑝2 236 7 33.71 60.34s 31.56s 4.56s 1.91x 13.23x 1.15s 52.47x

𝑒𝑥𝑝𝑎𝑥 203 1 203.0 28.39s 14.7s 3.7s 1.93x 7.67x 1.0s 28.39x
𝑒𝑥𝑝𝑞2 230 2 115.0 31.8s 17.08s 3.08s 1.86x 10.32x 0.75s 42.4x
𝑙𝑜𝑔𝑞 107 3 35.67 98.91s 46.63s 4.63s 2.12x 21.36x 1.45s 68.21x

𝑚𝑎𝑡ℎ.𝑠𝑖𝑛 271 3 90.33 64.12s 26.04s 7.04s 2.46x 9.11x 1.98s 32.47x
𝑞𝑢𝑎𝑑2𝑚 306 13 23.54 63.27s 34.11s 17.11s 1.85x 3.7x 5.33s 11.88x
𝑞𝑢𝑎𝑑2𝑝 316 13 24.31 68.13s 38.96s 15.96s 1.75x 4.27x 3.65s 18.67x
𝑞𝑢𝑎𝑑𝑝 286 13 22.0 120.41s 67.24s 35.25s 1.79x 3.42x 6.25s 19.27x
平均值 276.79 6.14 45.06 65.12s 33.41s 10.78s 1.95x 6.04x 2.79s 23.34x

衡精度加速策略通过降低非关键运算的精度来提

高优化速度,因而使得加速后的程序精度在整体上
会有不同程度的下降,本文算法绕开了这一问题,通
过减少搜索与匹配规则数量而进行的优化不会影

响优化精度.这里很多用例在优化前的误差相当大,
优化前的平均 ulp误差约有 36比特,对于 math.sin
在优化前存在 58比特误差. 这意味着在程序输出

值的浮点数表示中,用于表示有效数字的 52个比特
位全是无效的,且程序输出值与理论精确值在指数
位上还有 6个比特的数量级差距.进行自动化数值
优化后,各用例的误差明显减小.math.sin在平衡精
度的加速策略优化后存在 9比特的 ulp误差,在本
文加速策略优化后仅存在 1比特的 ulp误差,这意
味着输出精度可以达到小数点后第 51个比特位.
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图 4 使用不同加速策略优化前后的 FPBench程序平均数值误差
(2atan,expax,2cbrt,cos2,logq等部分用例优化后可能会使输出结果精度达到双精度浮点表示精度,即 ulp误差小于 1比特,在图中显示为空柱)

通过对比图 4的对应数据可以看出,在优化有
效的情况下,运用加速策略后的优化效果与不采用
加速策略类似. 在 14 个 FPBench 用例程序的优化
中, 使用本文加速策略与否的优化效果仅在 4 个
用例程序上表现不同,而优化效果的平均差异仅为
1.5比特.这 4个用例程序分别为:𝑐𝑜𝑠2, 2𝑡𝑎𝑛, 𝑞𝑢𝑎𝑑2𝑝
和 𝑞𝑢𝑎𝑑𝑝. 我们进一步分析了优化效果不同的用
例程序的优化细节, 发现运用加速策略后采用的
重写规则与传统遍历算法采用的重写规则在这

几个用例上是不同的. 以 𝑞𝑢𝑎𝑑2𝑝 为例, 在传统遍
历算法中, 该用例匹配到了泰勒展开规则, 而基于
经验库的规则未能匹配到该条规则, 而是匹配了
𝑎 − 𝑏 → (𝑎2 − 𝑏2)/(𝑎 + 𝑏)这样的规则来进行优化,故
而优化效果有 2比特的不同.

5.4 大型用例评估

OpenRelativity 3是由 MIT 开发的用于模拟相
对论场景的物理引擎,其底层依赖于 3D引擎 Unity
的实现库 4. 我们在 OpenRelativity及其相关依赖库
上实施了本文的数值优化加速策略,检测到一个原
始 Herbie优化算法和平衡精度加速策略无法优化

3https://github.com/MITGameLab/OpenRelativity
4https://github.com/Unity-Technologies/UnityCsReference

的高误差数值程序段,而能够在本文的加速策略下
成功完成优化,使得原始库中在平均情况下 25.7比
特的平均 ulp误差降低到 3比特.
经相关专业人员确认,该误差在计算相对论效

应下两个基本粒子在不同参考系下的湮灭寿命比

时出现. 由于爱因斯坦相对论在理论上较为复杂,
为了便于读者理解,我们将这种情况简化为如下二
维时空下的描述. 假设两种基本粒子由同一个发射
源发出,发出时的坐标 𝑥0 = 0,时间 𝑡0 = 0,其中一
个粒子在 (𝑥1, 𝑡1)时发生湮灭,另一个粒子在 (𝑥2, 𝑡2)
时发生湮灭. 基本粒子的受力情况和运动过程在实
验上不能测量,现在由开源相对论引擎来计算在速
度为 𝑣的参考系下,这两个粒子在相对论效应下的
寿命比 𝑡′

1/𝑡′
2.

按照相对论计算中普遍采用的闵可夫斯基

空间和四维矢量算法, 令 𝑤 = 𝑖𝑐𝑡(这里 𝑐 为光
速, 即 𝑤1 = 𝑖𝑐𝑡1, 𝑤2 = 𝑖𝑐𝑡2), 并参照洛伦兹变
换, 我们有 𝑤′

1 = (𝑤1 − 𝑖𝑥1𝑣/𝑐)/√1 − 𝑣2/𝑐2, 𝑤′
2 =

(𝑤2 − 𝑖𝑥2𝑣/𝑐)/√1 − 𝑣2/𝑐2. 因此寿命比

𝑡′
1

𝑡′
2

=
𝑤′

1
𝑤′

2
= 𝑤1 − 𝑖𝑥1𝑣/𝑐

𝑤2 − 𝑖𝑥2𝑣/𝑐 (12)

其中光速 𝑐 = 3.00𝑒 + 8, 当使用该算法计算 𝑣 =
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2.97𝑒 + 8, 𝑤1 = 1.45𝑒 − 202, 𝑤2 = −2.58𝑒 − 295, 𝑥1 =
4.60𝑒 − 111, 𝑥2 = 7.67𝑒 + 173 时存在巨大误差, 其
ulp误差为 59比特,相对误差为 100%.
由于公式 (12)所示的这类运算大量存在于

OpenRelativity 的使用过程, 因此对应程序段的平
均 ulp误差很高. 而原始 Herbie优化算法和平衡精
度加速策略在优化该程序段时能够匹配到大量的

重写规则,而造成匹配重写规则中正确的优化序列
变得非常困难. 经过 2小时的运行, 我们的实验平
台无法通过原始 Herbie优化算法以及平衡精度加
速策略获得任何优化结果. 本文的加速策略在经验
库的制导下能大大降低重写规则的匹配数量,在我
们平台上约需要 33分钟可以获得正确的优化结果,
优化后的 ulp平均误差降低为 3比特.

6 相关工作

6.1 浮点误差优化方法

在早期,对浮点程序的误差优化大多依赖于专
家知识 [10,11]. 这类数值分析方法的缺点是优化成
本较高, 难以应用于大规模浮点程序的优化. 随着
研究的深入,依靠计算机的自动化浮点误差优化方
法成为一项新兴技术.Herbie [8] 是这类方法的一个
典型代表.它在不改变原有程序语义的情况下使用
程序转换规则重写程序,从而生成误差累积更小的
浮点程序. 全局优化框架 [9] 也采用了类似的策略,
不过它的侧重点在于从全局视角出发,而不局限于
程序的局部细节.通过随机且带有优先级的程序重
写策略来优化误差.由于基于规则重写的优化方法
无法解决病态问题 [16–18],AutoRNP [19] 另辟蹊径,使
用函数逼近的方式来优化浮点数值程序的计算误

差. 除上述工作之外, 还有一些工作致力于解决部
分浮点优化领域特有的问题,比如优化由精度特定
操作 (precision-specific operations) [20]引起的误差问
题.本文的优化加速策略也是一种行之有效的浮点
误差优化技术,但其更关注于提升浮点优化效率,进
而提高浮点优化技术的可用性.

6.2 浮点误差检测与误差输入搜索

在进行误差优化之前, 我们通常需要做浮点
误差检测, 以确定浮点程序是否具备优化的价
值.FPDebug [21] 是著名的动态误差检测工具. 它会
在动态执行原有浮点程序机器指令的同时,执行一
条和原有指令语义相同但使用了更高精度浮点数

的指令 (shadow execution).通过对比两者执行结果

的差异即可定位数值计算不稳定的指令.这项技术
的实现依赖了MPFR [22] 和 Valgrind [23].Hergrind [24]

比 FPDebug更进一步,它不仅能判断浮点程序是否
存在较大误差, 还能定位浮点误差产生的源头. 这
个特性极大方便了开发者的调试与优化工作.在某
些应用领域,我们不仅需要知道浮点程序是否存在
较大误差,更需要知道具体是哪些输入值触发了这
些误差.BRGT [25] 使用了二分搜索来搜索误差输入.
它的基本原理是使用启发式算法对输入域进行迭

代切分,在输入域不断缩小的过程中找到有问题的
输入.LSGA [26] 通过遗传算法来搜索能触发较大误

差的输入.DEMC [19] 算法是 AutoRNP [19] 的一个重
要模块.它结合了蒙特卡罗马尔科夫链 (MCMC) [27]

和差分进化算法 (differential evolution) [28], 用于搜
索能触发病态问题的输入.误差检测与误差输入搜
索是进行误差优化的重要基础.上述工作的改进可
帮助本文优化加速算法取得更好的优化效果.

7 总结

本文提出了一种经验库制导的浮点程序优化

加速策略.该策略基于浮点误差成因的相似性原理,
将已经成功优化浮点程序的优化经验保存在一个

优化经验库中,从而利用这些经验制导和加速其他
浮点数值程序的优化过程.随着优化经验的不断累
积, 经验库的规模会逐渐增大, 散列化分区存储结
构的设计使其检索匹配效率不会成为系统的性能

瓶颈. 为了验证本文加速策略的有效性, 我们在浮
点程序优化基准用例集 FPBench 和开源物理引擎
OpenRelativity 上开展了评估实验. 实验结果表明,
在优化后浮点程序精度效率与传统方法类似的前

提下,本文的加速策略能使平均优化速度相对于传
统浮点程序优化方法提升 6.04倍,从而显著提高了
浮点数值程序自动优化技术的可用性.
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Background
Floating-point programs are common both in scientific and in-
dustrial applications. adrieu2003They approximate real num-
bers with precision-limited floating-point numbers according to
the IEEE standard, which introduces roundoff errors inevitably.
Without careful implementation, tiny roundoff errors can cause
program failures. As floating-point programs are executed,
roundoff errors can be amplified and accumulated, consequently
leading to unexpected outputs. In life-critical systems, program
failures can lead to catastrophes. Therefore, it is essential to en-
sure the correctness of floating-point programs.
Recently, rewrite-based approaches aiming to improve accura-
cy for floating-point programs have been proposed. They make
use of transformation rules summarized from classical numerical
analysis theories to rewrite floating-point programs with more
stable numerical algorithms, while maintaining input-output e-
quivalent semantics. With program rewriting, inaccurate pro-
grams can be automatically transformed into ones with fewer ac-
cumulating errors. However, efficiency can be a bottleneck for
such techniques. On the one hand, to improve their performance
on accuracy improvement, more transformation rules need to be
discovered and added to the optimizing framework, which scales
up the rule base gradually. On the other hand, rewrite-based tech-
niques have to scan the whole rule base iteratively to find appro-

priate transformation rules, which is time-consuming in a large
rule base.
To alleviate the problem, we propose an experience-guided ac-
celeration strategy for floating-point optimization. The strategy
is based on an observation that similar floating-point programs
can suffer from similar inaccuracy problems, which usually re-
sult from similar causes. Therefore, rules used to improve accu-
racy for floating-point programs can also help to reduce accumu-
lating errors for programs similar to the previous ones. Follow-
ing the observation, optimizing experiences of similar programs
can guide the optimizing framework to search rules efficiently.
Instead of scanning the whole rule base, the optimizing frame-
work only considers transformation rules that are similar to those
used to improve accuracy for similar programs, thus avoiding
wasting much time on examining useless rules. We have evalu-
ated our approach on FPBench and OpenRelativity. The result-
s show that compared to the traditional optimizing approach, it
can achieve a 6.04x speedup in average. In addition, it improves
accuracy for floating-point programs effectively as well as the
traditional optimizing approach does. Therefore, our approach
improves the usability of automatic optimizing techniques sig-
nificantly.
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