
 

 
 

Software Engineering Group 
Department of Computer Science 
Nanjing University 
http://seg.nju.edu.cn 

 

 

 

 

Technical Report No. NJU-SEG-2013-CJ-002 

2013-CJ-002 

 

 

程序数值误差的扰动检测与优化 

汤恩义，Earl Barr，苏振东，李宣东 

 

 

 

 

 

中国科学: 信息科学 2013 年 第 40 卷 第 1 期 
 

 

 

 

 

 

 

 

Most of the papers available from this document appear in print, and the corresponding copyright is held by the 

publisher. While the papers can be used for personal use, redistribution or reprinting for commercial purposes is 

prohibited. 

http://seg.nju.edu.cn/


Ø ©

§Sê�Ø��6Äuÿ�`z∗

)�Â¬†, Earl Barr®¯, ��À¯, o\À¬‡

¬H®�ÆO�Å^�#EâI[:¢�¿,H® 210093

H®�Æ^�Æ�,H® 210093

®=IÔí�ÆÆ�O�Å�ÆX,ÔíWC1E 6BT

¯{I\²�Æ��d©�O�Å�ÆX,��d 95616
*Ï&�ö. E-mail: eytang@seg.nju.edu.cn, e.barr@ucl.ac.uk, su@cs.ucdavis.edu, lxd@nju.edu.com

I[g,�ÆÄ7 (1OÒ: 91118007Ú61021062)!863I[pEâïÄuÐOy (1OÒ: 2012AA011205)!973I[:Ä:ïÄ

uÐOy (1OÒ: 2009CB320702)]Ï�8

Á� éõ^u'�+��ê�O�§S¦^2:ê�ª��êâ�SÜL«§

�du2:ê3L«þ�3Ø�§ùa§S��(5éJ������æ"§S

�mu<
éN´3��'5õUmu��¹e��¦^2:ê�§lÕ�


¤�§S�ê�½5¯K"�©JÑ
�«gÄ�uÿå»5�ÏA^§S�

mu<
¼�¦�¤��è�½5&E"§ÏL6Ä.��ê�þÚO�Ú½§

¿ÚO36Äe�$��É§5µ�ê�O��è�½5"3ù�g�e§�

©�Ñ
ü«äN�6ÄEâµê�6Ä��ª6Ä"ùü«6ÄEâU
p�

Ö¿�uÿ§S¥�ê�O�½5"�µê�6Ä�ÅÄ�/UC§S�Ñ\

�¥mê��k�êi�ê§ÏL�[Ø��Ú\5*ÿ§S�O�(J´Ä

½¶�ª6Ä�é^r§S¥�âL�ª�O�L§§ÏL§SC��{§ò

Ù=�¤ (3¢ê�p)êÆþ�d§��{þØÓ�/ª",�±ù
êÆ�d

�ª32:êL«e��1(J�É5�äê�O�L§�½5"�©?�Ú

¦^
¿16Ä�{Ú�AkÛ�{5Jp6ÄEâ�?n5�"�^rPk�

´L�M�]�§6ÄEâò|^¿1�{5Jp$1�Ç¶�M�]Øv

�§�AkÛ�{�U3�á�mS�����±�É�(J"·�é�©¤J

Ñ�6ÄEâ�
¢y§¿é�X�©z¥æ^�ê�§SÚ GNU�ÆO�¥

(GSL)�
µ�§µ�(Jw«§�©�ê�O�½5�gÄÿÁJø
�«¢

^Eâ"

'�c

ê�O�; 2:ê

�;ê�½5;6

Ä�{;^�ÿÁ

1 Úó

�X&EEâ�uÐÚO�Å?nUå�Or§�5�k�ê�?O�Å�±$1�ê�O�§

SÅì�2�A^�Ù§ÊÏ+� (ÃXû�©Û!iZ¥�ÔnÚ�O��)"Nõù��A^§S
∗�©�Ð©ó�uLu The 19th International Symposium on Software Testing and Analysis (ISSTA 2010)

For Research Only



�ö1�: \wK

ØU��ÏLN^ê�O�¥5¢y§�é�A��{?1#?è§ù¿�X�
vkê�O�

©Û²��§S
�I�5?�ê�O�§S"O�ÅSÜ´æ^2:ê5L«ê�þ�§ù«2:

êL«�´êÆ¢ê��«Cq§vk²��§S
  3g�þ´±ÙêÆ�°(�5�Ä¦��

�{§ù��g��ªéN´¦¤��§S�)ê�þ�Ø½§=E¤ê�§S3,�äN�1G

�e�ÑÑ�nØ�O(��)é��Ø�",	§=¦´²L
�½ê�©ÛÔö�§S
§3?

�'�5/ê�O�§S�§�I�^�«gÄz��ª5µ�®²�Ð�ê�O��è�½5§

�©ó��8I�´�ù
§Smu<
Jø�A�gÄzEâ"

Cc5§ê�O��5�^��&¯KÉ�
±Y'5"ê�©Û�+�;[�l�g�+��

Ý5ïÄ½�ê��{§3�©�§O� [1]!ã/Æ�O [2]±9AÛC� [3]�+�È\
äN�

ó�§�l^��è�¡þ5`ê�O�§S��(5E,J±������æ [4, 5]§�.I��é

^��è?�gÄzê�§S½5©Ûóä"�©JÑ
�«#�§�^�gÄ©Ûê�O�

½5�^�µe"TµeU
é�è¥�ê�O�Ü©?1gÄ×£§é�UÚåê�O�¯K�§

S ���´w§¿é��ê�O�§S�½§Ý�Ñ�Nµ�"ù�ó�Q�±�Ï§S
�Ð

/n)¦�¤��ê�O�§S§��±�Ï¦^ù
ê�§S�^rµ�¦�¤���O�(J

�½5"�©µe�¢yEâÄuXe¢�¯¢µéê�§S�Ñ\±9O�L§?1XÚ5/6

ÄU
k�/¼�ê�O�L§¥k^�Ø�&E"äN5`§·�JÑ
ü«p�Ö¿�Ø%6Ä

Eâµê�6ÄÚ�ª6Ä"ê�6Ä��©Û§S�$1Jø
Ä��À�§§3�©Û§S�$

1L§¥Ä�/UC��ê�þ���§�ª6ÄéA/Jø
·��Àã§§·�/UC§S¥

�âL�ª�O�/ª"�,�©�^�µe¥^��§SC�Vg3�
�'�ïÄ¥®�æ^
[6, 7, 8, 9]§�ù
ó�3��5Úk�5þ�3éõØv"�©ÄgJÑ�(ÜÄ�ê�6ÄÚ·��

ª6Ä��{3��5Úk�5þk
é�U?§l�§S
gÄ/©Ûê�O�§S�½5

Jø
�@¢S�^�)û�Y"

ê�6Ä�éO�ÅSÜê��2:êL«{"§�8I´r2:êL«{Ï�Cq¤�)��

�Ø� (�)ÙL«Ø�ÚO�Ø�)�ß/w«Ñ5"�ê��k�êiØU°(/�O�ÅS2

:ê5½�k� �?�ê��L«�§¤�)�Ø���L«Ø�"��5¿�´§éõ3¢ê�

¥é{ü�k��ê§3O�ÅSÜ��?�2:êL«þ�¬Ø�;���3L«Ø�" (~X�

?�� 0.2ÒÃ{^k� ��?�2:êL«)¶O�Ø�´2:ê�3O�L§¥�)�Ø�§Þ

~5`§b�kü�ê� aÚ bU���^k� �?�2:êL«§�§��¦�O�L§ a × b§

32:ê$�þ¬�)Ø�§ù��Ø�Ò´O�Ø�"�ê�6Ä$1�§6ÄL§¬é§S¥z

��Ö�Úö��.�2:ê�§3Ùk�êi��$ �Å/U���ã�?�'AG"ù�6Ä

L§éÐ/�[
d2:ê�Cq�5���Ø�§§Q¬6Äê� aÚ b�L«§�¬6Ä�§

���¦L§ a× b"²L6Ä��§S§z�g�1Ñ¬�)ØÓ�(J"ù
(J�m�É�õ

�§�±k��NÑØ�éê�§SK����"ù��ê�6ÄL§aqu�AkÛ�{ [9]§éù


6Ä��1(J��É?1ÚO©Û§U
µ��©§S�ê�½5"

�ê�6ÄØÓ§�ª6Ä�éL�ª¥�â$���{"é,��âL�ª$^êÆþ���

Æ!(ÜÆÚ©�Æ¬�)�þØÓ��{/ª"�,ù
ØÓ/ª3¢ê�þ�êÆ�Â´�Ó�§

�32:ê$�¥§§���ÂØ�½���Ó"z�«�{/ª3��þÑ�±w�ù�ê�O�

¯K32:ê$�þ��«¢yµéu��û��ê�O�¯K5`§,�
¢y´'�½�§=

���§SÑ\6Ä¬E¤é��§SÑÑCz¶,	�
¢yKØ�½"·���ª6Ä�8

2

For Research Only



¥I�Æ :&EêÆ 1 40ò 1 1Ï

I´uyù
û�¯K3¢yþ�UÑy�Ø½"®k��'ïÄ¥§Martelæ^
�«ÄuÄ�

)º�Eâ [7, 8]5J�,�ê�O�¯K¥��½�¢y�ª§,¦��{du���E,5§

3�� 5§�ÇÚ°Ý¯KþÑ�3é���§Ï¢^5Ør"·���{¿Ø�åué��

½�L�ª¢y�ª§´©Û®k�âL�ª¢y/ª�½5§Ïdù«�{�{ü�*�äk

¢^5"

3¦^�ª6Ä�§3¢ê�þêÆ�Â�Ó��{ØÓ��âL�ªêþ  é�"ù¿�X

�§S¥ÑyE,�âL�ª�§æ^����ª6Ä�{¬Ñ¤é��O��m"�âØÓ�|

Ü§·�æ^
ü«ØÓ��{5)ûù�¯Kµ¿16Ä�{Ú�AkÛ�{"�XM�Eâ�u

Ð§õØ²�®²ÅìÊ9 [10]§Äu OpenMP [11] �¿1§S�O�{§®²2��^ué¡õ?n

ì (Symmetric Multiprocessor, SMP)XÚ±9õØXÚ�¿1§S�O"ù�§S�O�{�`³3u

éN´g·AØÓ�õØ�¸§¿U
gÄ3�¿1�¸e=z¤G1§S"¿16Ä�{é6Ä¥

pØ�Z�Ü©?1©Û§l3¿1²�ek�/Jp§S�$1�Ç"̂ r�±3M�]¿v

��¹e§|^ù��YUõ�ª6Ä?nE,L�ª�Uå¶3M�]Ø
��¹e§̂ rE

,�±¦^�AkÛ�{5���±�É�(J"�AkÛ�{ÏLé�Â�Ó�{ØÓ��â

L�ª?1�ÅÄ�§�����Cþ!©Ù���f8§ÏLÚO���ÑÑ(J§5�OoNÑ

Ñ�ÚO(J"I�5¿�´§���f8L��§���ÚO(J�UØ
°("̂ r�±�âä

N�¹Ó�æ^�AkÛ�{Ú¿16Ä�{?1�ª6Ä�`z§±���Ð��J"

�©é¤JÑ�^�µe9Ù`z�{�
^�óä¢y§¿^§µ�
�'©z¤¦^�õ

�ê�O�§S±9m�ê�O�¥ GNU Scientific Library (GSL)"µ�(Jw«µ·��EâU


k�/µ�ê�O�§S�½5§¿U½ ê�O�§S¥�U�3Ø½Ï���âL�ª"·

���é¿1`z�
µ�§�, OpenMP�éuMPI�Ù¦¿1§S�O�ª�m���§�´µ

�(J�´w«Ñ
²w�`z�J"Ïd§±þnÜ(JL²§�©��{�n)�ÆO�§S�

ê�O�½5µ�UåJø
�«k�å»"

�©��zÌ�kXeA��¡µ

• �©�é�ÆO��è�ê�½5§JÑ
�«#�§�^�gÄz©Ûµe§§æ^6Ä�

�{5�Ïvkê�O�?�²��§S
©Û¦�¤��§S"

• �©�©Ûµe¥ü«p�Ö¿�Ø%6ÄEâ))ê�6ÄÚ�ª6Ä�Ñ
äN��{§¿

�Ù�^5JÑ
`z�äN�Y))¿16Ä�{Ú�AkÛ�{"

• �©é¤JÑ��{Ú�Y�
äN�^�¢y§¿é�'©z¥J��õ�ê�O�§S±

9 GSL?1
¢~µ�§µ�(Jw«
·��{�k�5"

2 )û�Y¢~

·��6Äµe(Ü
·�§S©Û�{ÚÄ�^�ÿÁ�{"̂ r¦^µe�§�±3?ÈÏ

mgd/ÀJmé½'4ê�6Ä½´�ª6Ä§ù��)���1§SpÒ¬äk�A�6Ä�

J"��^r��ÐÿÁ�¸§µe¬U^r�½�gêgÄ/õg$1äk6Ä�J���1§S

5Â8êâ§�ªÑÑ$1(J�k�ÚO�µ4�ÚCÉXê"

duê�6Ä���U
2:ê�k�êi��ê§��u~�
2:ê�¢S�^�k�ê

3

For Research Only



�ö1�: \wK

i§ù��(J´¦�ê�Ø��§�
§Ïê�6Ä�(Jé�U¬�)Ø�§ù�:� Kahan

�(Ø�¬Ü [12]"�ª6ÄduØK�2:O��ê�3½5uÿþw����Å§Ø�Ç

�$§�3�1�ÝþØXê�6Ä"ù´Ï�ê�6Ä�I�é�è�üg�{ü=�"Ïd§3

��6Äµe¥·�æ^üÚ�(Ü��ªµÄk·�¦^ê�6Ä5��Ø½�ÿÀ§Sã§,

�2^�ª6ÄéÙ?1Ö¿u�"bX��§S��ª6Ä�mL�§·��±^�©¥JÑ�`

z�{?1`z"

3ê�O�+�§°(k��O�ÚO��´��Ä�¯K§e¡·�±d�~5`²XÛ¦

^ê�6ÄÚ�ª6Ä5�Ï§S
�ä§S�ê�½5¿�½ ¦qØ½� �"ã 1(a)´

O���� C�ó�©¢y§§��
�c���oÚ�²�Ú§¿3ÑÑ���ÏLÚOúª5Ñ

Ñ��"�·�± 1000��Ó�Ñ\ 3.1415926× 1010�����§ÙnØ���AT� 0"-<¯

ç�´§�·�æ^ gcc 4.2.43 Ubuntu 8.04²�þ?È¿�1d§S§���ÑÑ� −1.27446 × 107§

ù´��²w�duê�O�§S¢yþ�Ø½�)�O��Ø"ù��Ø3Ö�p®²�²

(�Ñ [13]§Ù�)�Ï´1Ô1¥� squaresumÚ sum * sum / n´é�C�ê�§������§Ú

å
ê�©Û¥A�;���ê��"¯K3u§A�N�æ^·��EâµegÄ/uÿÑùa

�è¢y�Ø½"

 

 

作者名 等:题目 5 

 

式扰动时间过长,我们可以用本文中提出的优化算法进行优化. 

在数值计算领域, 精确而有效的计算统计方差是一个基本问题,下面我们以此为例来说明如何使用数值

扰动和算式扰动来帮助程序员诊断程序的数值稳定性并且定位疑似不稳定的位置.图 1(a)是计算方差的 C语言

原始实现,它缓存了当前的样本总和与平方和,并在输出时直接通过统计公式来输出方差.当我们以 1000 个相

同的输入  3.1415926 × 1010  作为样本时,其理论方差值应该为 0.而令人惊讶的是,当我们采用 gcc 4.2.4 在

Ubuntu 8.04 平台上编译并执行此程序,得到的输出为−1.27446 × 107,这是一个明显的由于数值计算程序实现

上的不稳定而产生的计算错误.这个错误在书本里已经被明确指出[11],其产生原因是第七行中的 squaresum 和

sum * sum / n 是很接近的数值,当方差较小时,引起了数值分析中应当避免的大数相消.而问题在于,应当怎样采

用我们的技术框架自动地检测出这类代码实现的不稳定. 

数值扰动可以较快地收集到扰动结果的统计数据.而且由于这种扰动趋向于夸大误差,因此漏报率会相对

比较低.即如果数值计算程序在数值扰动下仍保持稳定的输出,基本上就不会因实现上的不稳定而产生错误了.

而当我们用数值扰动对图 1(a)的代码进行评估,仅仅 1bit 的扰动就产生了 2.228 × 108 的极差输出和 2.060 的变

异系数输出,这是一个很不稳定的输出结果. 

算式扰动比数值扰动在输出结果上更为保守,这可以很好地弥补数值扰动在误报率上的不足.算式扰动将

算术表达式转换为一系列在实数域上的数学等价形式.当需要扰动整个程序时,算式扰动算法实际上作用于其

组成的各个算术表达式.仍以图 1(a)为例,我们将算式扰动作用于其第七行的算术表达式时,它总共有 144 个数

学等价形式,图 2 列出了其中的一部分.我们仍然以 1000 个 3.1415926 × 1010  作为输入,并通过这 144 个不同的

数学等价形式计算,得到的变异系数为 7.960 × 10−39.这意味着将此算术表达式修改成其它的数学等价形式并

不能有效地增加数值计算的稳定性,如果这段程序不稳定的话,我们需要采用其它的改进办法. 

将这两部分输出结果综合到一起,我们可以结合代码得到这样的结论:当前的数值计算程序并不稳定,而且

我们只能采用更高精度的浮点数值或者采用更加稳定的算法来改进这一实现.幸运的是,对于这个例子来说

Knuth 给出了一个更好的算法[11],图 1(b)给出了其实现.我们仍然用 1000 个相同的输入 3.1415926 × 1010  来测

试这个新的算法,得到的结果为 0.这一新算法在数值扰动下的极差为 3.715 × 103,变异系数为 0.542,其精度在

算式扰动下表现稳定,各个算术表达式输出的变异系数均为 0.000.所有扰动结果都明显优于图 1(a)的代码. 

  图 1 方差计算 —— 扰动算法应用示例 

 

 

  图 2 扰动产生的部分数学等价算术表达式 

再举一个科学实验领域的应用例子.物理学家很少把实验室观测到的数据直接发表在出版物上,而发表的

    

     

1    (1/n) * sum * (1/n) * (-sum) + squaresum * (1/n) 
2    (1/n) * sum * (1/n) * (-sum) + (1/n) * squaresum 
3    squaresum * (1/n) + (-sum) * sum * (1/n) * (1/n) 
4    squaresum * (1/n) + sum * (1/n)  * (1/n) * (-sum) 

 ... 
142  (-sum * sum * (1/n)) * (1/n) + squaresum * (1/n) 
143     (1/n) * (sum * (1/n) * (-sum) + squaresum)  
144       (squaresum - sum * sum * (1/n)) * (1/n) 

(b) Kunth 改进后的稳定算法 (a) 原始的算法实现 

1 void knuth(double[] samples, int n) { 
2    double delta, mean=0, M2=0; 
3    for (int i = 0; i < n; ++i) { 
4       delta = samples[i] - mean; 
5       mean += delta / i; 
6       M2 += delta * (samples[i] - mean); 
7    } 
8    return M2 / n; 
9 } 

1 double naive(double[] samples, int n) { 
2    double sum, squaresum; 
3    for (int i; i < n; i++) { 
4       sum += samples[i]; 
5       squaresum += samples[i] * samples[i]; 
6    } 
7    return (squaresum - sum * sum / n) / n; 
8 } 
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试这个新的算法,得到的结果为 0.这一新算法在数值扰动下的极差为 3.715 × 103,变异系数为 0.542,其精度在

算式扰动下表现稳定,各个算术表达式输出的变异系数均为 0.000.所有扰动结果都明显优于图 1(a)的代码. 

  图 1 方差计算 —— 扰动算法应用示例 

 

 

  (c) 扰动产生的部分数学等价算术表达式 

图 2 扰动产生的部分数学等价算术表达式 

    

     

1    (1/n) * sum * (1/n) * (-sum) + squaresum * (1/n) 
2    (1/n) * sum * (1/n) * (-sum) + (1/n) * squaresum 
3    squaresum * (1/n) + (-sum) * sum * (1/n) * (1/n) 
4    squaresum * (1/n) + sum * (1/n)  * (1/n) * (-sum) 

 ... 
142  (-sum * sum * (1/n)) * (1/n) + squaresum * (1/n) 
143     (1/n) * (sum * (1/n) * (-sum) + squaresum)  
144       (squaresum - sum * sum * (1/n)) * (1/n) 

(b) Kunth 改进后的稳定算法 (a) 原始的算法实现 

1 void knuth(double[] samples, int n) { 
2    double delta, mean=0, M2=0; 
3    for (int i = 0; i < n; ++i) { 
4       delta = samples[i] - mean; 
5       mean += delta / i; 
6       M2 += delta * (samples[i] - mean); 
7    } 
8    return M2 / n; 
9 } 

1 double naive(double[] samples, int n) { 
2    double sum, squaresum; 
3    for (int i; i < n; i++) { 
4       sum += samples[i]; 
5       squaresum += samples[i] * samples[i]; 
6    } 
7    return (squaresum - sum * sum / n) / n; 
8 } 
 

ã 1:��O�))6Ä�{A^«~

ê�6Ä�±�¯/Â8�6Ä(J�ÚOêâ"�duù«6Äª�u§�Ø�§Ïd¦�

Ç¬�é'�$"=XJê�O�§S3ê�6ÄeE�±½�ÑÑ§Ä�þÒØ¬Ï¢yþ�

Ø½�)�Ø
"�·�^ê�6Äéã 1(a)¥��è?1µ�§== 1 bit�6ÄÒ�)


2.228 × 108�4�ÑÑÚ 2.060�CÉXêÑÑ§ù´��éØ½�ÑÑ(J"

�ª6Ä'ê�6Ä3ÑÑ(Jþ���Å§ù�±éÐ/�Öê�6Ä3Ø�Çþ�Øv"�

ª6Äò�âL�ª=���X�3¢ê�þ�êÆ�d/ª"�I�6Ä��§S�§�ª6Ä

�{¢Sþ�^uÙ|¤����âL�ª"E±ã 1(a)�~§·�ò�ª6Ä�^uÙ1Ô1�

�âL�ª�§§o�k 144 �êÆ�d/ª§ã 1(c) �Ñ
Ù¥��Ü©"·�E,± 1000 �

3.1415926× 1010��Ñ\§¿ÏLù 144�ØÓ�êÆ�d/ªO�§���CÉXê� 7.960× 10−39
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"ù¿�Xòd�âL�ª?U¤Ù§�êÆ�d/ª¿ØUk�/O\ê�O��½5§XJù

ã§SØ½�{§·�I�æ^Ù§�U?�{"

òùüÜ©ÑÑ(JnÜ��å§·��±(Ü�è��ù��(Øµ�c�ê�O�§S¿Ø

½§�·��Uæ^�p°Ý�2:ê�½öæ^�\½��{5U?ù�¢y"3$�´§

éuù�~f5` Knuth�Ñ
���Ð��{ [13]§ã 1(b)�Ñ
Ù¢y"·�E,^ 1000��Ó

�Ñ\ 3.1415926 × 1010 5ÿÁù�#��{§���(J� 0"ù�#�{3ê�6Äe�4��

3.715 × 103§CÉXê� 0.542§Ù°Ý3�ª6ÄeLy½§���âL�ªÑÑ�CÉXêþ�

0.000"¤k6Ä(JÑ²w`uã 1(a)¥��è"

2Þ���Æ¢�+��A^~f"ÔnÆ[é�r¢�¿*ÿ��êâ��uL3Ñ�Ôþ§

uL�%´,��dù
êâO�����§��É'5�Ônþ"ÿþìäÚ¢��¸��

�¬Ø�;�/3��*ÿ��êâþÚ\Ø�§Ïd§���*ÿ�Ò¬��¤ x0 ±∆x�/ª"b

XuL�Ônþ�O�/ª� z = f (x)§�Æ[¬ÏLØ�D4úª dz
dx 5O� z�Ø� ∆z = ∆x dz

dx |x=x0"

�ù�L§ÏLê�O�§S�¤�§§S�¬Ú\dê�°ÝE¤�Ø�"§S¤Ú\�Ø�´Ä

��÷v¢��¦§́ ÔnÆ[��'5�7L)û�"���CuL3ÔnÏr Physical Review D

þ�ïÄ(J [14]uÙ
��êâ −37 ± 88stat ± 14syst MeV/c§Ù¥ 88stat´¢�ÚOØ�§14syst´¢�

XÚØ�§ü MeV´î>fÏA§c´ý�¥�1�"b��ö3¢�O��æ^
ê�O��è§

� α�L¢�þ�ÚOØ�§=ùp� 88stat MeV/c§ β�L¢�þ�XÚØ�§= 14syst MeV/c"�

ö�±æ^·��óä5u�¦��ê�O�§S§·��óä¬�w�¦�§S6Ä��CÉXê

(CV)§±96Ä����(J¥� (z)"¦��±^e¡�úª5u�ê�O���è´Ä÷v�¦µ

|CV | 6

∣∣∣∣∣∣∣
√
α2 + β2

z

∣∣∣∣∣∣∣ .
ùp¤æ^�Ø�\È{´Ø�©Û+�p�IO�{ [15]"

3 6Ä�{

3ù�!p§·�ò½Âê�6ÄÚ�ª6Ä�L§§¿�ÑäN��{Ú¢y"6Ä�L§Ï

LgÄ?U§S�ê�O�?n5�N§S2:ê?n½§Ý���5Ú\È�Ø�§Ý"o�

5`§ù«gÄ?U¦�§S¥d3�Ø�\È�Ø�\N´�LyÑ5"Ïd§6Ä�8I´�«

^r3¦^2:ê$���Õ�ÚØ^§¿U
Ýþ§S3ê�Ø�e�èF§Ý"XJ2:ê�O

�3·��6Äµee�(JÑÑE,½§§SA�Ä�Ø�32:ê$��½5�Ø"ê�6

Ä�{�Ø%´XÛ3ê�$�pÚ\É����ÅØ�§éu�ª6Ä5`§·��£ãXÛ3

�½��L�ª e�cJeXÚ�)¤�X�3¢ê�þ�êÆ�d/ª"duê�6Ä�'5�:

32:ê$��.�ê�§�ÙJø�´��Ä��Àã§�ª6Ä���«O�ÚÖ¿§'5u

�âL�ª�·�/ª"

6Ä�{'5u2:ê�9Ù�'$�§éu§S¥Ù¦�Ø�'¤°§�{¬òÙw¤çÝ§3

6Ä�L§¥Ø�?ÛUÄ"Ïd§éu6Ä�{5`§§SÒ´��ê�.�¼ê"¿��
?nþ

�{ü§�{r§©)¤ü�¢êÑÑ�/ª P : I → R§Ù¥ I�½Â�"=��{I�?nõ�¢ê

ÑÑ�§S�§X P : I → Rn§·��±òÙ©)�� n�üÑÑ�¼ê/ª Pi : I → R, (i = 1, 2, 3 . . . n)"

�·�Ø'%§S�Ü66§�§·��±r¼ê P�w¤dÙ|¤��X��âL�ªS�|
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¤§ùÒ¿�XÙ�£� r�±�¤ r = e1 � e2 � e3 � · · · � em§Ù¥ ��?¿�2:êö�§ei�¼ê

P¥��âL�ª"Ïd§·���{é'5uù
�âL�ª�?n"ã 2�Ñ
µe¤?n�2

:$��âL�ª��{ G§Ù¥ vL«§S¥�Ä��2:ê�§EL«32:�âL�ª�p�

3��2:ê�O�Ø���'�Ù¦§S�O�ó¤°§'X`¼êN^��"

e ::= −e | e + e | e − e | e × e | e ÷ e | E | v

ã 2:2:�âL�ª��{ G

3.1 ê�6Ä

2:ê�O�  ¬�5�\Ø�"ÊÏ�^�ÿÁØU¡¦�¤kÑ\§Ï�U3,
�ÿ

Á��Ñ\þu)Ø�\ÈAOîE¤�Ø"ê�6Ä´3§��\Ø���5�äê�O�

½5�§XJO�§S3ù��^�eE,é½§@o`²§-|Ø�\È�Uåér"ù�=

¦ó�3,
Ñ\þØ�\ÈO\§�EU
Øu)�Ø"

有效数字指数位符号位

0 1 8 9 31

单精度类型 float

0 1 11 12 63

双精度类型 double

有效数字指数位符号位

ã 3: IEEE 754¤½Â�ü«2:êL«�ª

ã 3w«
 IEEE 7542:ê�âIO [16]¤½Â�ü«2�¦^�2:ê�ª))ü°Ýa.Ú

V°Ýa.�2:ê"�2:ê�ÎÒ ��� s§.ê� b§k�êi¤Ó� ê� p�ÙL«�

�ê�� f§�ê��� x�§d2:L«�°(��úª 1¤«"5¿§úª 1¤¦^�´Ï^/

ª§du8cO�ÅSê�L«Ñæ^�´�?�§%@�¹e b = 2"

(−1)s ×
f

bp−1 × bx (1)

�·�^2:ê��ê� f 5L«°(�¢ê� r�§  ¬kØ��)"�
�[ÚÐy f �

Ø�§·�òÙk�êi¥�Ý� k��Ü�Å�O���?� k-'AG"̄ ¢þ§ù��u·�^

f k�êiØ�Ü	�Ü©ë�� 2k«�Å�U��Ü5L«¢ê r§l¦�¤�[�L«Ø�C

q�Ñlþ!©Ù"ù«Äu k-'A ?�6Ä'��O� r(1 ± κ)�Ç�p§Ï�ù��{��Ä

u2:L«�k�êi§¤I��O�ö��"��c2:�ª¤UL«�ê��8� F§KdÄ�

6ÄL§�±^¼ê pv : N1 × F → F5L«§ã 4�Ñ
ù�¼ê3 C�óe�äN¢y"

éu§S¥�z���âL�ª§ê�6ÄÏL��=�¼ê5òÄ�6Ä¼êD4�z��

2:ê�"úª 2�Ñ
ù�L�ª=�¼ê p(e)"�
Ö�þ�{B§·�3ùpr¼ê pÚ pv¥

�1��ëê))6Ä�Ý k�Ñ
"L�ª=�¼ê48�òÄ�ê�6Ä¼ê pv �^uL�ª
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图 4 IEEE 754 所定义的两种浮点数表示格式 

图 4 显示了 IEEE754 浮点数算术标准[12]所定义的两种广泛使用的浮点数格式——单精度类型和双精度类

型的浮点数.当浮点数的符号位取值为 𝑠 ,底数为 𝑏 ,有效数字所占的位数为 𝑝 且其表示的整数值为 𝑓 ,指数的值

为 𝑥 时,此浮点表示的精确值为公式 2 所示.注意,公式 2 所使用的是通用形式,由于目前计算机内数值表示都采

用的是二进制,默认情况下 𝑏 = 2 . 

 (−1)𝑠 ×
𝑓

𝑏𝑝−1
× 𝑏𝑥  (2) 

当我们用浮点数域的数值 𝑓 来表示精确的实数值 𝑟 时,往往会有误差产生.为了模拟和展现 𝑓 的误差,我们

将其有效数字中长度为 𝑘 的尾部随机的替换为二进制 𝑘-比特串.事实上,这相当于我们用 𝑓 有效数字除尾部外

的部分连接到 2𝑘  种随机可能的尾部来表示实数 𝑟,从而使得所模拟的表示误差近似的服从均匀分布.这种基于

𝑘-比特位级的扰动比直接计算 𝑟 1 ± 𝓀  效率更高,因为这个方法直接基于浮点表示的有效数字,所需要的计算

操作少.设当前浮点格式所能表示的数值全集为 𝐹 ,则此基本扰动过程可以用函数 𝑝𝑣: ℕ1 × 𝐹 → 𝐹 来表示,图 5

给出了这个函数在 C 语言下的具体实现. 

     

图 5 基本扰动函数 𝑝𝑣  的具体实现                        图 6 数值扰动测试算法 

对于程序中的每一个算术表达式,数值扰动通过一个转换函数来将基本扰动函数传递到每一个浮点数值. 

公式 3 给出了这个表达式转换函数 𝑝 𝑒 .为了书写上的简便,我们在这里把函数 𝑝 和 𝑝𝑣  中的第二个参数——扰

动长度 𝑘 省略了.表达式转换函数递归的将基本数值扰动函数 𝑝𝑣  作用于表达式中的每一个输入数值和中间操

作结果数值.函数 𝑒𝑣𝑎𝑙 ℰ  对程序设计语言成份 ℰ 做具体的执行,并返回出 ℰ 所代表的数值表达式. 

 𝑝 𝑒 =

 
 
 
 
 

 
 
 
 

             𝑝𝑣 𝑣 , 𝑒 = 𝑣

 𝑝𝑣 𝑒𝑣𝑎𝑙(ℰ) , 𝑒 = ℰ

                     −𝑝 𝑒1 , 𝑒 = −𝑒1      

 𝑝𝑣 𝑝 𝑒1 + 𝑝 𝑒2  , 𝑒 = 𝑒1 + 𝑒2

 𝑝𝑣 𝑝 𝑒1 − 𝑝 𝑒2  , 𝑒 = 𝑒1 − 𝑒2

 𝑝𝑣 𝑝 𝑒1 × 𝑝 𝑒2  , 𝑒 = 𝑒1 × 𝑒2

 𝑝𝑣 𝑝 𝑒1 ÷ 𝑝 𝑒2  , 𝑒 = 𝑒1 ÷ 𝑒2

  (3) 

我们通过随机扰动浮点数值有效数字的尾部来对浮点数由于近似而产生的误差进行统计建模,在这个过

程里我们不仅仅模拟了表示误差,也同时通过扰动表达式计算的中间结果来模拟计算误差.举例来数,当我们对  

图 1(a)中的第 7 行使用表达式转换函数 𝑝 时,它将其减法中的减数表示转换成 𝑝𝑣  𝑝𝑣( 𝑝𝑣 sum ×  𝑝𝑣 sum ) ÷

1 double p_v (double value, int bits){ 
2   byte *byte_array = (byte*)(&value); 
3   for(i = 0; i < bits/8; ++i){ 
4     byte_array[i] ^= (byte)rand(); 
5   } 
6   byte_array[i] ^= (0xFF >> (8-bits%8)) & ((byte)rand()); 
7   return value; 
8 } 

ã 4:Ä�6Ä¼ê pv�äN¢y

Ñ\: f [e1, · · · , en] {�ÿÁ�ê�O�¼ê}

Ñ\: I { f �ÿÁ^~8 (Ñ\8)}

1: ∀i ∈ I do
2: ÑÑ f [p(e1)/e1, · · · , p(en)/en](pv(i))

3: end for

ã 5:ê�6ÄÿÁ�{

¥�z��Ñ\ê�Ú¥mö�(Jê�"¼ê eval(E)é§S�O�ó¤° E�äN��1§¿�

£Ñ E¤�L�ê�L�ª"

p(e) =



pv(v), e = v

pv(eval(E)), e = E

− p(e1), e = −e1

pv(p(e1) + p(e2)), e = e1 + e2

pv(p(e1) − p(e2)), e = e1 − e2

pv(p(e1) × p(e2)), e = e1 × e2

pv(p(e1) ÷ p(e2)), e = e1 ÷ e2

(2)

·�ÏL�Å6Ä2:ê�k�êi��Ü5é2:êduCq�)�Ø�?1ÚOï�§3

ù�L§p·�Ø==�[
L«Ø�§�Ó�ÏL6ÄL�ªO��¥m(J5�[O�Ø�"

Þ~5ê§�·�éã 1(a)¥�1Ô1¦^L�ª=�¼ê p�§§òÙ~{¥�~êL«=�¤

pv(pv(pv(sum)× pv(sum))÷ pv(n)))"��g6ÄÚ\�Ø�� εi¿�- ε5 = ε0ε3 + ε1ε3 + ε0ε1ε3§dê�6

ÄÚ\�\ÈØ�Xúª 3¤«µ

sum2(1 + ε5)
n(1 + ε2)

(1 + ε4). (3)

ã 5£ã
ê�6Ä��NÿÁ�{§§òúª 2¤½Â�=�¼ê p(e)�^u§S¥z��

2:�âL�ª§lò¼ê pv �C�äN��è �"pv �äN¢y3ã 4¥§�?È�¤±�§

·�r pv ��?��è��ó����1§SþÒ�±¦^
"3¢yóä�§·�æ^
 C�ó

�=�¥ CIL [17]é§S¥z�2:ê�Ñ\ÚO�:�\¼êN^g½Â¼ê pv?16Ä"

3.2 �ª6Ä

3�ª6Äp§·�ò�âL�ªÏLC�§/¤�X��{þØÓ§�3¢ê�þêÆ�Â�

Ó�L«/ª§¿*	ù
ØÓ�/ªé§Sê�½5�K�"3ù�!p§·�Ì�0�éu�

½�,���âL�ª e§¡¦)¤Ù�X�êÆ�d/ª��'�{§¿3�YÙ!Jø�'�`

z�{"

Äk·�½Â��·�5½��âL�ª�5�/ª§·�òz�·�¤I�?n��âL�

ª=�¤ù�5�/ª,�2�?�Ú?n"5�/ª´�«��Ðm��âL�ª/ª§=ØU2

éù��ªf^©�Æ?1©��UéÙ?1úÏªJ�"��5�/ª��âL�ª��§·�
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é§?�Ú�)Òz±9��Æ!(ÜÆ�C�§��·�éc�Ú�ÑÑ�úÏªJ�§ù�Ð´

��A^©�Æ���ö�"ÏLòúÏªJ��{A^u��Æ!(ÜÆ��{�(J§·��±

H{��©�âL�ª3¢ê�þêÆ�d�L�ª8"

½Â 1 (�âL�ª5�/ª). ·�¡��÷vã 2¤½Â��{ G�L�ª e���L�ª5

�/ª§��=�§÷vXe5�µ

1. §´���{L�ª§=§ØUkÃX\"½ö¦��a�P{ö�¶

2. §vk��~{ö�¶

3. §�k�ê/ª�Ø{§Ød±	vkØ{ö�¶

4. §ØU�¦{©�Æ?�ÚÐm"

��½·���?¿L�ª�§·��±¿ïÙõ{�\"½ö¦��a�P{ö�§,�æ^

Xã 6¤«=�XÚ ΘòÙ=��5�/ª"ù�=�XÚæ^ R8Ú R12ùü^�d5K5�y=

��)�L�ª÷v½Â 1¥�5� 2Ú5� 3"�
÷v5� 4§·�Ì��A^ù�=�XÚ?

1S�§��ÑÑ�L�ªØ2u)Cz§l�yL�ª¥�¤kõ�ª���Ðm§l3�{

�1�ã§·��I��ÄÏªJ�Ò�±
"¿�Ï�=�XÚ?n
���~{ÚØ{§3�{

��1�ã§·��I��Ä÷v��Æ�\{Ú¦{§¿�UÚ��A^��Æ�{"

(R1) Θ(v)→ v

(R2) Θ(E)→ E

(R3) Θ(−(−e1))→ Θ(e1)

(R4) Θ(−(e1 + e2))→ Θ(−e1 − e2)

(R5) Θ(−(e1 × e2))→ Θ(−e1 × e2)

(R6) Θ(−e1)→ −Θ(e1)

(R7) Θ(e1 + e2)→ Θ(e1) + Θ(e2)

(R8) Θ(e1 − e2)→ Θ(e1) + Θ(−e2)

(R9) Θ(e1 × (e2 ± e3))→ Θ(e1 × e2) + Θ(±e1 × e3)

(R10) Θ((e1 ± e2) × e3)→ Θ(e1 × e3) + Θ(±e2 × e3)

(R11) Θ(e1 × e2)→ Θ(e1) × Θ(e2)

(R12) Θ(e1 ÷ e2)→ Θ(e1) × Θ(1/e2)

ã 6:L�ª5�/ª=�XÚ Θ

·�Þ�~f5`²=�XÚ Θ�ö�"b½·�kXeL�ªµ

e = (x + y) × (a − b). (4)

=�XÚ Θ�gÁã^�=�5K�^uù�L�ª"1��å�^�5K´ R9§§òù�L

�ª=z� Θ((x + y) × a) + Θ(−(x + y) × b)�/ª§,� R10?�ÚòÙ�m©OÐm§S�ª���
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ÿ§�)�5�L�ª/ª�µ

Θ(e) = x × a + y × a + (−x × b + (−y × b)). (5)

e¡·�UY0�3ò�âL�ª=z�5�/ª��C��{"�âL�ª�±d��±ö

�Î�¥m!:§±Ä��2:ê� v½ö�ó¥Ù¦§S�O�ó¤° E��!:�Ä��{ä

5L«"ã 7b -ã 7d £ã
�½,��Ñ\L�ª e§¡¦�)�X�ÙêÆ�d/ª�Ì��{§

3ù
�{p§·�½Â�ªü�Xeµ

½Â 2 (�ªü�). 3L«,�âL�ªÄ��{ä�¤kfä¥§bX,�fä��!:ö�
ÎØÓuIä�!:ö�Î§�vk���÷v^��fä�¹§§K¡Tfä¤L«�fL�ª�

��âL�ª��ªü�"

Ï��ù�ªü�Ò´�âL�ª����Ó\{ (½¦{)�ö�é�§Xúª 5¥�L�ª

���Ó��´oÜ©�Ú§@o§��ªü�Òko��ªü�§= x×a!y×a!−x×bÚ −y×b"ã

7c�1 11¤N^�¼ê units : E → 2E �£,���âL�ª�¤k�ªü�"ã 7c�1 41¤N

^�¼ê root : E → {+,×}�£,��âL�ª��!:ö�Î§=���Ú$��$�Î"

ã 7b�Ñ
¡¦�)êÆ�d/ª�Ì¼ê perturb�{§§ÏLN^ã 7c½Â���(Ü

|�{ tac : E → 2E Úã 7d½Â�úÏªJ��{ f : E → 2E 5�¤ÙõU"ÏLé=z�5�/ª

��âL�ªk?1��(ÜÆ¡Þ§,�éÙz��(J?1úÏªJ�¡Þ§·��±¡¦�)

,�L�ª�\{¦{��Æ!(ÜÆÚ©�Æ��S¤k¢ê��êÆ�d/ª"

ã 7c½Â
¼ê tac : E → 2E§§éÑ\�L�ª|^\{Ú¦{���Æ9(ÜÆ§¡¦�)

¢ê�S�êÆ�d/ª§¿�£ù
�d/ª��âL�ª8"§Äk31 11ÏLN^ unitsJ

�L�ª´¤k�ªü�§¿���ªü���ü�"éuz�«ü�§31 41ÏLN^ã 7a¤½

Â�\)Ò�{ z��¤k�U�(Ü�ª"��31 71§��ªü�Ø´Ä�a. (´fL

�ª)�§·�48�éù��ªü�A^ù��{§¿31 81r�ªü��48(J�\o(J"

ù���ÆÚ(ÜÆ¤UCX��/ªÒÑU�)
"

ã 7a½Â
 tac¤^��\)Ò�{ z : S × {+,×} → 2E§§�Ñ\´���ªü�ü�Ú��\

{½¦{$�Î"ÏL48�ò�©ü�©¤ØÓ�üÜ© s1,s2§·�¡ÞÑ¤kØÓ�`k?ä§

l¢y
¤k�U�\)Ò�ª"

�,��L�ª e��ªü��ê� n§·��±^úª 6¤«�k©=ê5O�\)Ò¼ê z

�)�L�ª�ê"

C(x) =
(2x)!

x!(x + 1)!
(6)

ã 7c¤½Â���(Ü|�{ tac¤�)�L�ª�êdd��µ

Ntac(e) =


1, e ∈ {v,E}

n! ×C(n − 1)×
n∏

i=1

Ntac(ui), otherwise.
(7)

Ù¥ ui ∈ units(e), n = |units(e)|"ù�êi�X nÚ ui�O��Ýé¯§ÃXúª 5¥�{üL�ª§tac

�±�)Ñ�1920�ØÓ��d/ª"
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ã 7d½Â
úÏªJ��{ f : E → 2E§§��^´�)3¦{©�Æ/ªe�d��âL�

ª§·�òù��{�^u��(Ü|�{ tac �(J±���)¤k¢ê�SêÆ�dL�ª�

8�"du3c©½Â�5�/ªp·�®²ò�âL�ª��Ðm§¿�5�ª�5�Ø¬���

(Ü|�{ tac»�§�ù��{�I��ÄúÏªJ�Ò�±
"

½Â 3 (úÏªJ�:). � L(G) �ÎÜã 2 ¤½Â�¤kk�L�ª|¤��ó8"éu?¿

a, b, c, d ∈ L(G)§·�¡��3/XL�ª a × b + c × d¥�$�Î +���úÏªJ�:§��=�

a = c½ b = d"

3ã 7d¥§1 61�¼ê f p : E → 2P �£
 e′ ¥�¤kúÏªJ�:�:8"·�±úª 5

¥��âL�ª�~§§Äkò1���1n�\ÒI½�úÏªJ�:§,�ÏLã 7d1 81�

�{§��éúÏªJ�:�|ÜJ��)�ØÓ��âL�ª"|ÜJ�3k
�¹e¬�)

#�úÏªJ�:§~X3úª 5 ¥·�Ó�J�1��Ú1n�\Ò��ÿ§L�ªÒC¤/X

+(x+y)×a+ (−(x+y)×b)�/ª§ù�1����\ÒÒ¤�
#�)�úÏªJ�:"¼ê f 3ã 7d

�1 31�1 131Ì�¥S��Ïé#�úÏªJ�:§��vk#��âL�ª/ª�)��"

ã 7e�Ñ
�ª6Ä�ÿÁ�{§§ÏL31 21N^ã 7b¤½Â�6Ä¼ê perturb§Å�U

gS�C�Ñ\¼ê f ¥��âL�ª"¼ê perturb�)
L�ª�¤k¢ê��d/ª§l31

31zg^Ù¥����d/ª e′jé�A��âL�ª e j�O�"l��þ`§ù��{��ur�

ÿ¼ê f ©)¤
 n�¼êx f j : I → R§� f j = e1 � · · · � e j−1 � e′j � e j+1 � · · · � en§Ù¥ 1 6 j 6 n§�L

«�«?¿�EÜ�f"ù¿�Xù��{�g=é���âL�ª?16Ä§Ø´�é��L�

ªf8?16Ä"z�¼êx f j�LX���é e j?16Ä�¼ê8Ü§8Ü���� e j�¢ê�

�d�âL�ª��ê"��5¿�´§ÃØ¼ê f �äN�ÂXÛ§¤k�¼êx f j3¢ê�þ�

ÑÑAT���Ó§Ïd·�U
ÏLé'32:ê�þ¼êx f j �ÑÑ���É§�ä f 32:

ê�þ�½5"3�ª6Ä�¢yþ§·�æ^
 CÚ C++�ó�·�©Ûµe ROSE[18]"ROSE

Pk�´L�?nÄ��{ä (AST)�Å�§·�¦^
Ù¥� visitor�O�ª5H{Ñ\¼ê�â

L�ª�Ä��{ä"

4 �{`z

�,�ª6Ä�{�é§S3ê�O�þ�½5äkØ�Ç$§½ O(�`:§́ ê�6Ä

���éÐ�Ö¿§�´du3¢ê�þêÆ�Â�Ó��{ØÓ��âL�ª�m~~é�§��

¦^Ä���ª6Ä�{��mE,Ý¬ép"~Xéu�âL�ª e = (x + y)× (y + z)× (z + x)§dú

ª 7�±�Ñ Ntac(e) = 7, 437, 513, 790, 586, 880§ù¿�Xüü��(ÜÆ�d��âL�ª/ª�ê

8Òkùoõ"3�Ùp§·�æ^ü«ØÓ�`z�{5)ûù�¯K§�^rPk�)õØ3S

�¿1O�M�]�§�±|^õØ¿1`z�{Jp�ª6Ä��Ç¶ÄK§̂ r�±¦^�A

kÛ�{5Ä�¦)"̂ r�±(Ü¦^ùü«�{?1`z§±���Ð��J"

4.1 õØ¿1`z�{

�XõØ?nì�FÃÊ9§XÛp��|^õØ?nì�O�5U5Jpóä^��¢^5

��Jþ
Æ¯F§"·���ª6Ädu�3�Ç¯K§|^¿1]¤��Jp�{��J�´

��éÐ�)û�{"·�æ^
 OpenMP�é��S�õ?nì (SMP)(�?1`z"�{���
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Ñ\: s ∈ S,� ∈ {+,×}

1: T ← ∅

2: if s , ε then
3: ∀s1, s2.s1s2 = s do
4: T ← {(t1 � t2) | t1 ∈ z(s1,�), t2 ∈ z(s2,�)} ∪ T

5: end for
6: end if
7: �£ T

(a)\)Ò�{ z : S × {+,×} → 2E

Ñ\: e ∈ E

1: if e = v ∨ e = E then
2: �£ {e}

3: end if
4: R← ∅,T ← tac(e)

5: ∀e′ ∈ T do
6: R← R ∪ f (e′)

7: end for
8: �£ R

(b)Ì¼ê�{ perturb:E → 2E
Ñ\: e ∈ E

Ñ\÷v^�: e , v ∧ e , E

1: U ← units(e) {e�¤k�ªü��8}

2: T ← ∅

3: ∀s ∈ {U��ü�8} do
4: T ← T ∪ z(s, root(e))

5: end for
6: ∀ui ∈ U ∧ ui , v ∧ ui , E do
7: S ← tac(ui)

8: T ←
⋃

u′i∈S
T [ui/u′i]

9: end for
10: �£ T

(c)��(Ü|�{ tac : E → 2E

Ñ\: e ∈ E

Ñ\÷v^�: e , v ∧ e , E

1: El ← {e},R← ∅

2: Po ← ∅ {®²�¯��!:}

3: repeat
4: En ← ∅

5: ∀e′ ∈ El do
6: Pn ← f p(e′) \ Po {#�úÏªJ�:}

7: ∀Pa ∈ 2Pn do
8: En ← En ∪ { f actor(e′, Pa)}

9: end for
10: Po ← Po ∪ Pn

11: end for
12: R← R ∪ El, El ← En

13: until El = ∅

14: �£ R
(d)úÏªJ��{ f : E → 2E

Ñ\: f [e1, · · · , en] {�ÿÁ�ê�O�¼ê}

Ñ\: I { f �ÿÁ^~8 (Ñ\8)}

1: for j← 1; j 6 n; j← j + 1 do
2: ∀i ∈ I,∀e′j ∈ perturb(e j) do
3: ÑÑ f [e j/e′j](i)

4: end for
5: end for

(e)�ª6ÄÿÁ�{

ã 7:¡¦�),��âL�ª¢ê�êÆ�d/ª�Ì��{

´Uì¤I��âÝ§J�Ñ=�§S¥�éÕá�$1Ü©§¿|^ OpenMPòù
Ü©±ØÓ�

�§�/ª©��ØÓ�?nì½?nìØ%þ$1"

dúª 8�±��§�ª6Ä�)�âL�ª�o�ê´�Ú½�¦È"�ª6ÄE,Ý¯K�

���Ï3u Ntac��§���(ÜÆ¡Þ�)Ñéõ(J��§·��±¿1�é��(JÕá�

�úÏªJ�pØZ6§,	§3��(ÜÆÚúÏªJ�SÜ�kéõp�Õá�O�"Ïd§

·��¿1�{`zÌ�^uU?��(Ü|�{ÚúÏªJ��{"
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Ñ\: e ∈ E

Ñ\÷v^�: e , v ∧ e , E

1: U ← units(e) {e�¤k�ªü��8}

2: T ← ∅

3: parallel ∀s ∈ {U��ü�8} do
4: T ← T ∪ z(s, root(e))

5: end parallel for
6: parallel ∀ui ∈ U ∧ ui , v ∧ ui , E do
7: S ← t′ac(ui)

8: T ←
⋃

u′i∈S
T [ui/u′i]

9: end parallel for
10: �£ T

(a)��(Ü|¿1`z t′ac : E → 2E

Ñ\: e ∈ E

Ñ\÷v^�: e , v ∧ e , E

1: El ← {e},R← ∅

2: Po ← ∅

3: repeat
4: En ← ∅

5: parallel ∀e′ ∈ El do
6: Pne′ ← f p(e′) \ Po {éuØÓ� e′¿1�Ïé#�úÏªJ�:}

7: parallel ∀Pa ∈ 2Pne′ do
8: En ← En ∪ { f actor(e′, Pa)}{Ó�� e′¿1�|ÜúÏªJ�}

9: end parallel for
10: end parallel for
11: Po ←

⋃
e′∈El

(Po ∪ Pne′ ) {ò(J�Ü.J�:\\� Po}

12: R← R ∪ El {J����ª\\ R§̂ u�£}

13: El ← En {#J���ªª\\ El§̂ ue�ÓJ�}

14: until El = ∅

15: �£ R

(b)úÏªJ�¿1`z f ′ : E → 2E

ã 8:¿1`z�{

ã 8a -ã 8b£ã
õØ`z����(Ü|�{ t′ac ÚúÏªJ��{ f ′"ùA��{|^

OpenMP� parallel(�r¿1«�©��ØÓ�§þ�1"3ã 8a¥§�31 31��
��� U

��ü�8Ü�§�±¿1�é��ü��\)Ò?n§¿3 6-91��ªü�O���\L§¥�

�±Ä^¿1�{ÓÚ?1"I�5¿�´§æ^¿1�{±�31 3 1Ú1 6 1�¿1©�:±

91 51Ú1 91�(J8¥:ÑI��	�O�m�"3ã 8b¥§1 51Ú1 71�¤
i@�¿

1(�§1 51� parallel(��é8cI��úÏªJ��õ�ØÓ�L�ª§5¿1��úÏª

J�"1 71� parallel(��é�´Ó��L�ª e′ �ØÓúÏªJ�:|Ü§5¿1��úÏª

J�"I�5¿�´§3ù��{pØ
k¿1©�Ú8¥�ÓÚm�§�¬ÑyduÓÚ�)�

¿1Øv§ØUk�|^M�¿1]�¯K"'X§3ff?\�{ f ′��ÿ§|El| = 1§l3ã

8b�1 51¿1©���ÿ�Uk���§�©�$1§3²L1 131#J���ª\\ El ±

�§2g²LÌ�5�1 51âU��'�¿©�¿1©�"

�
éE,��âL�ª�?�Ú�`z§3¢y¿1�{��ÿ§·�|^
 OpenMP 3.0�

task A5[19]"3¢y t′ac ��ÿ§·�3�1 7 148é�ªü�N^��(ÜÆ�{�Ó�§¿

1�O�1 41��N�ª���(Ü|�{"ùI�31 11¼��ªü��8��ÿÒ?1

OpenMP 3.0� task©�§z� taskÕá$1"���(J�£�c2?1(J��Ü"3ù�L§

¥§²~�^�Ä��{ä (AST)¡ã�E�ÚO�§·�¦^
Mapêâ(�éE���Ä��{

ä¡ã��!:E�éA'X§Bu£�§�ù�Ò¬�5��êâ�ÓÚ�¯ö�"du OpenMP

��ØäkÖ�£�õU§·�¦^ OpenMPJø�p½£¢y
��²;�Öö`k�Ö�£5�

¤ÓÚ[20]"²L
ù���O�¢y§�ª6Ä�±¿©�|^O�Å�M�¿1]5k����

·�I��6Ä�J"3 5.3!·�ò¬?Ø¿1`z�¢�µ��J"
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4.2 �AkÛ`z�{

3M�]Øv§½ö�âL�ª�E,§ÝLp§DÚ�{�õØ�{ÑÃ{�?�ª6Ä�

{��1�§·��±�ù���15ò©§=Ø�¡¦¤k3¢ê�þêÆ�d��âL�ª/

ª§ÏLéÙ����ÅÄ�§¿±Ä��ÚO5�5��é�NÚO5���O"ù��{·�

¡��AkÛ�ª6Ä`z�{"

½Â 4 (Ä�ê��). éu�âL�ª e§¦^��(ÜÆ�)�3¢ê��d�L�ªoê�

Ntac(e)§·�¤Ï"3Ä������ê� L§·�¡��Ä�ê��"éu�g�AkÛÄ�5

`§Ä�ê��´d^r�Ñ�"

½Â 5 (�ª�Ý). ·�ò���âL�ª�Ä��{ä (Abstract Syntax Tree, AST)��!:�ê

¡��ª�Ý§=�âL�ª¥Ä�2:ê��ê�Ã'¤° E�oê"

·���§I�é�ª6Ä?1`z����Ï´ Ntac��§duúÏªJ��{�^3��

(ÜÆ¡Þ�z��(Jþ§�·�k

Nall = Ntac × N f (8)

ù��ª)¤��âL�ªoêÒ��
§��·�é Ntac ?1¿©�Ä�§Ò�±��¦ Nall

�N~��8�"Ï�AkÛ`z���é��(ÜÆ¡¦�{Ò�±
"

4·�#éìã 7c5©Û�eúª 7§Ntac �ê�3�âL�ªØ´Ä�ü� (�ª�Ý� 1)

�dnÜ©û½ (��cL�ª��ªü��ê� n)µã 7c1 31 U��ü��ê Np = n!!1 41 z

�)�\)Òoê Nz = C(n − 1) =
(2n−2)!
(n−1)!n! ±9d�ªü�48����ªoêNr =

∏n
i=1 Ntac(ui)"Ï

d·�kµ

Ntac =Np × Nz × Nr. (9)

·�F"3éê8� Ntac �oN�Ñê8� L�Ä��¦�U�éÚO5��)Ã �O§=

¦þ�yz��âL�ª�Ä���VÇ� L/Ntac"�ª6ÄL§´©Ú?1�§=·�I�¦ù

�Ä�ê��Ün�©��z�Ú¿�ØU»�Ù��5§=�¦úªU
�yµ

Lp

Np
×

Lz

Nz
×

Lr

Nr
=

L
Ntac

(10)

Ù¥§Lp/Np´�ü��ÀJVÇ§Lz/Nz´\)ÒÚ½�ÀJVÇ Lr/Nr ´48Ú½�ÀJV

Ç"�·�r�Ú½�Ä�ê��½Â¤Xe/ªµ

Lp = L
ln Np

ln Ntac , Lz = L
ln Nz

ln Ntac , Lr = L
ln Nr

ln Ntac , (11)

3¢S�`zL§¥§·�éJ3�ª6Ä�cO�Ñ Nr �� (úª 7é Nr �O�´��48

ª§Ø´��ª)§dúª 7�±wÑ§�f�48��ªü�oêû½
 Nr ����§·��±

^�ª�Ý k5���f�48�ªü�oê����O§¿± µ = ln Ntac (�dúª16)�äN�)

��48�ê��O"·�kµ
Nr

Np × Nz
≈ (

k
n

)µ (12)
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Ù¥�c�âL�ª��ª�Ý� k§�ªü��ê� n"dd·��±íÑµ

Lr

Lp × Lz
= L

ln Nr−ln Np−ln Nz
ln N = L

ln Nr
NpNz
µ ≈ Lln ( k

n )µ/µ = Lln ( k
n ) (13)

dúª 11·��±�� L = Lp × Lz × Lr§�du Lp!LzÚ Lr Ñ´�ê"Úúª 13éá§·��

±��µ

Lr =

√
Lr

Lp × Lz
× L ≈

√
Lln ( k

n ) × L = Lln
√

ke
n

Lp × Lz = L/Lr ≈ Lln
√

ne
k

(14)

5¿§ùp� e��´î.ê§Ø´�ªL�ª"éúª 11�úª 14éá¦)§�±)�X

e�(Øµ

µ = ln N ≈
ln NpNz

ln
√ ne

k

(15)

Lp ≈ L
ln
√

ne
k ln Np

ln NpNz , Lz ≈ L
ln
√

ne
k ln Nz

ln Np Nz (16)

�,úª 14�Ñ
 Lr§=48Ú½�o�Ä�ê��§3äN`z�·��I���éu,�

�äN��ªü� ui348�¤^�Ä�ê�� Lr,i"Ó��§·�¦^ ui��ª�Ý ki5���O

�â§¿�du

Lr =

n∏
i=1

Lr,i, k =

n∑
i=1

ki. (17)

·�íÑµ

Lr,i ≈ L
ki
k

r ≈ L
ki
k ln
√

ke
n . (18)

ã 9a£ã
²L�AkÛÄ����(Ü|�{ t◦ac : E × N → 2E"�{#O\���g,ê

ëê^u�½�N�âL�ª�Ä�ê��§§ÏLO�úª 16Úúª 18��äN¢�Ä���z

�Ú�Ä�ê��"3äN�Ä� �§�{�Ñ�ÀJ��´�(½5�§ÏU�y348ä¥

�z�^48´»U���Ó�ÀJVÇ§l¦�Ä�(JE,÷v�N�ÚO5Æ"3�{1 3

1dúª 16O�Ñ Lp§Lz��¿31 51Ú1 81��¦^"31 111ÏL¦)úª 18O�Ñ Lr,i

¿31 121��48¦^"l��
é�ª��48?1�AkÛÄ��8�"

4.3 nÜ`z

ã 9b£ã
�AkÛÄ��¿1�{ t◦′ac : E × N → 2E§d�{nÜ
Ä�`zÚ¿1`z�A

:"�ã 9a��§3ã 9b�1 31dúª 16O�Ñ Lp§Lz��¿31 51Ú1 101��¦^"31

131ÏL¦)úª 18O�Ñ Lr,i¿31 141��48¦^"l¢y
¿1��AkÛÄ�nÜ`

z"

ã 9b1 101¤¦^��¼ê z′´ã 7a\)Ò¼ê��AkÛ`z��"§ÏL�ééAÚ½

�Ä�ê�� Lzé\
)Ò��âL�ª?1Ä�"d¼ê3ã 9a1 81���
¦^"
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Ñ\: e ∈ E, L ∈ N

1: U ← units(e)

2: T ← ∅

3: ®� L, k = |e|, n = |units(e)|¦)úª 16� Lp,Lz

4: Up ← U ��ü�

5: for i := 0; i < Lp; i := i + 1 do
6: �ÅÀ� s ∈ Up

7: Up ← Up − s

8: T ← T ∪ z′(s, root(e), Lz)

9: end for
10: ∀ui ∈ U ∧ ui , v ∧ ui , E do
11: ®� L, ki = |ui|¦)úª 18� Lr,i

12: S ← t◦ac(ui, Lr,i)

13: T ←
⋃

u′i∈S
T [ui/u′i]

14: end for
15: �£ T

(a)²L�AkÛ`z���(Ü|�{

t◦ac : E × N→ 2E

Ñ\: e ∈ E, L ∈ N

1: U ← units(e) {e�¤k�ªü��8}

2: T ← ∅

3: ®� L, k = |e|, n = |units(e)|¦)úª 16� Lp,Lz

4: Up ← U ��ü�

5: parallel for i := 0; i < Lp; i := i + 1 do
6: begin critical
7: �ÅÀ� s ∈ Up

8: Up ← Up − s

9: end critical
10: T ← T ∪ z′(s, root(e), Lz)

11: end parallel for
12: parallel ∀ui ∈ U ∧ ui , v ∧ ui , E do
13: ®� L, ki = |ui|§¦)úª 18� Lr,i

14: S ← t◦′ac(ui, Lr,i)

15: T ←
⋃

u′i∈S
T [ui/u′i]

16: end parallel for
17: �£ T

(b)Ó�¦^�AkÛ`z�¿1`z���(Ü|�{

t◦′ac : E × N→ 2E

ã 9:`z����(Ü|�{

½Â 6 ()Òz/�). ���âL�ªU$�`k^S§�¤�)Òé�¢Ú8§·�¡���
)Òz/�"

��5¿�´§)Òz/��Ú�âL�ª¥�ªü���êk'§ÚäN�ªü��SNÃ

'"ÏdÃØ´ã 7c1 41Úã 8a1 41¤¦^�\)Ò�{ z�´ã 9a1 81Úã 9b1 101¤

¦^`z\)Ò�{ z′Ñ�±ÏL�)÷vÄ�ê�� Lz �éA)Òz/�8§,�òäN��ª

ü��\�)¤I��\)Ò��âL�ª"du)Òz/���)!?Uö�!Ä��ö�Ñ�¯

u����âL�ª§Ïdù�Ú`z��J�©²w"

Ó�æ^�AkÛ`zÚ¿1`z��ÿ§I�AO5¿ÓÚ¯K§'X3ã 9b�1 61�1

91§·�¦^
��OpenMPg���.«5?nü�Ä��ÀJ¯K§±�y�{��(5"3¢

y¥§·�O\
p½£[20]�¦^§ù
ÓÚÅ�Ñ¬3�½§ÝþO\�{�$�m�"�Ø+N

�§l 5.3!�µ�(J5w§nÜ¦^�«`z�{�´�±?�Úå�`z��^"

5 ¢��µ�

·�3�Ù£ã6Ä�{�¢�µ�(J§±96Ä`z�{��J"ù
¢�$1u Hewlett-

Packard®xw4600 ó�Õ"ù�ó�Õ��
 Intel Core 2 Quad Q9550 � 4 Ø CPU Ú 4G S�§¿�
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$1
 64 ��� Ubuntu 10.04ö�XÚ±9 gcc 4.4.3���?Èì"·�æ^
 gcc 4.4.3S��

OpenMP 3.05$1·��õØ�{"

36Ä�Jþ§·�æ^ÚO��4�ÚCÉXê��µ�(J5ÑÑ"4��N
36ÄÑÑ

Cz����Ì§́ �«'��Å��O�§CÉXê�N
36Äe^�½5�²þG¹"·

�¦^CÉXê��ÑÑ�Ì��Ïkµ1)§´��8�z�Ýþ�§�±^uØÓ^�ÚØÓ�¸

e�ÚO'�"2)'å4�5`§§Ué����8�Ñ\È�ÚOÝþ"

CÉXê3ê�6Ä�¡U'�¤õ�rØ½�Ü©l½Ü©¥©lÑ5§�´�X Kahan

¤£ã�§ê�6Ä¬§�ê�Ø�[12]"ù�¯K3ã 13þLy��©²w§,
¼ê���CÉ

Xê��ê��
 120"êâL²§�ª6Ä�é�\�Å§ÏU��ê�6Ä�Ö¿5éê�6

Ä�(J�?�Ú�(@"

5.1 µ�^~

·��µ�Ì��éüa^~§�a´�'�ê�O�Æâó�¥¤^���è"·�ò§�|

¤
��Æâ^~ÿÁ8"ù
^~U
'�Ð��NÑ·��óä3Æâ¤à��A½¯Kþ��

J§�U
'�Ð�JlÚ©ÛóäØ½ÑÑ��Ï",��^~´mê�O�¥ GNU Scientific

Library (GSL)[21]§§U
NyÑ·�óä3¢S2�¦^��.O�¥þ��� 5"

1 double xi, xsi, A; 

2 xi = 1; 

3 A=random(20.0,30.0); 

4 xsi = 2*xi-A*xi*xi; 

(a) Inv.c            啊 

1 double x = 1.0; 

2 for (i=1; i<=6; i++) { 

3   x = 0.5 * (x + 2.0/x); 

4 } 

(b) Newton.c      啊 

1 float x,z; 

2 x = random(0,1); 

3 z=x*x*x*x-4*x*x*x+6*x*x-4*x+1; 

 

(c) Poly.c   啊 

1 float a,b,c,d; 

2 a=98765.0; b=1.0; 

3 c=5.0e-8; d=5.0e-8; 

4 float A=a*((b+c)+d); 

(d) exp.c           啊 

1 float a, b, c, r1; 

2 a=7; b=8686; c=2; 

3 r1=(-b+sqrt(b*b-4*a*c))/(2*a); 

(e) root.c           啊 

1 double alpha, NA, re, Z, L, Lp, A; 

2 Z = 4; A = 26; re = 11.3; 

3 alpha = 0.7; NA = 12.5; 

4 L = log( 184.15 / pow(Z,1.0/3) ); 

5 Lp = log( 1194.0 / pow(Z,2.0/3) ); 

6 double X0=(4.0*alpha*re*re) 

(f) sample_run.c   啊 

 

1 int a=0; int b=0;  

2 E = MatrixSolve(input); 

3 for(j=0; j<n-1; j++){ 

4   a += Y[j] * E[0][j]; 

5   b += Y[j] * E[1][j]; } 

6 for(i=1; i<n; i++) 

7   M[i] = ( input[0] - b/a ) * 

8     exp( -a * i ) * ( 1 - exp(a) ); 

(g) GM.c  啊 

 
ã 10:Æâ�'^~ÿÁ8�'��èã

ã 10�Ñ
�'Æâ^~ÿÁ8�'��èã§Ù¥ Inv.c5gu Goubault�ó�[22]§Ì�^

uS�O�Ñ\ê���ê"ã 10a�Ñ
Ù¥'��ê�O�Ü©§�u�Ì§·��Ñ
ÙÌ�

S����Ü©¶Ó�5gu Goubault�©z��kã 10c� Poly.c§§´��{ü�õ�ªO�ÿ

Á¶ã 10b£ã� Newton.c´��Úî{%C
√

2�?n�è§§5gu Eggert�ó�[6]¶ã 10d£
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ã� exp.c5guMartel[7]§¦^ù�^~5ÿÁ¦gC�ê�©Û`z¶ã 10e£ã� root.c´��

�g�§¦��^~§§5gu Parker�©z[9]¶sample run.c5gu��Å�ó§�[ì[23]§$�Ü

6�é5`'�E,§ã 10f�Ñ
Ù¥'��ê�O��è¶ã 10g£ã� GM.c5gu©z[24]§

Ì�£ã
��ýÿ�Ú�.�ê�O�"

·�¦^ GSL�� 1.11?1µ�§�
�B�Ø���5§·�Uì GSL©�¥£ã�gS§

lc �ÀJ
 48�ü�Ñ\�ü�ÑÑ�¼ê?1µ�"ù
¼ê�Ñ\ÑÑa.Ñ´2:ê"

éõ¼ê¬kuÑ:Ú�ëY: ('X3 π:uÑ)§��¦^�ÅÿÁ^~)¤éJÿÁ�ù
u

Ñ:NC§�·�¦^
�ÅÿÁ^~)¤Úéuª��^~)¤�(Ü��ª"äN^~)¤�

ªXeµ·�3 (−0.1, 0.1)«m�Å)¤ 30�^~§3 (−π, π)«m�Å)¤ 30�^~§3 (−100, 100)

«m�Å)¤ 30�^~§¿ÎÃ����Å)¤ 30�^~"±þ 120�^~·�Ñ´^þ!©Ù�

�ª)¤�",	§·�- ε = 5× 10−10±9 I = {0, 1, π/2, 2, π, e}§Kéu ∀i ∈ I§·�3«m (i− ε, i + ε)

±9 (−i − ε,−i + ε)þ�� 10�^~ (� i = 0�·����g)"ù�·�éz��ÿÁ� GSL¼ê

o�)¤ 230�^~Ñ\5?1µ�"

5.2 6Äµ�

ã 11 -ã 12£ã
Æâ�'^~ÿÁ8�ê�6Ä�J"3µ�p§·�ò6Ä�M��Ý k

���l 1� 16'A"du k = 0�Ø¬k6Ä§ÑÑ�ÚO��¬���Ó§�3î¶þ·�r

0:�Ñ
"éuz�� k�§·�é§S�1 1000g5¼�k��ÚO(J"ã 11�Ñ
ÑÑ(

J�4�§ã 12�Ñ
ÑÑ(J�CÉXê"lã 11¥·��±wÑ§3éêp�I�Ýe§4�

Ú6Ä�M��ÝÄ�þ¥�5'X"lã 11¥�CÉXê5w§ÿÁ^~8��ÙqO(�y

©¤
üÜ©µInv.c!Newton.cÚ sample run.cLy½ exp.c!Poly.c!GM.cÚ root.c�éØ½"

3ã 11¥§Ø½�^~3 1'Aê�6Äe�4��u 7 × 10−7§½�^~3d6Äe�4�

�u 5 × 10−14"3ã 12p§Ø½^~�CÉXê�u 8 × 10−8§Þ~5`§�·�¦^ 5'A�ê

�6Ä�§root.cÑÑ(J�CÉXê� 19.8"½^~�CÉXê�u 9 × 10−9"
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ã 11:Æâ�'^~ÿÁ8ê�6Ä(J�4�

dã 10¥��è�±Jl©ÛÑù
^~3ê�O�eØ½��Ï§exp.c1o1)Òp�

\ê��Ø3��êþ?þ§¿�òÙ(J¦±
���êrØ�?�Ú��
"éuù��ªk

�«�½�/ªµa*b+a*(c+d)"Poly.cØ½��Ï´ x��Åê���U¬é�C 1§ù�¬¦1
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ã 12:Æâ�'^~ÿÁ8ê�6Ä(J�CÉXê

n1�L�ª z=(x-1)ˆ4Ø½"root.c��/Úã 1aq§sqrt(b*b-4*a*c)3 root.c���eé�C

b��§?�Ú�O��)�Ø�¬é�"GM.cØ½��Ï´Ù�.�^�ê��§¦�Ø�3

¦)L§¥×�È\"��5¿�´§�, sample run.c�ªfé�§3¢ê��S�êÆ�d��

âL�ªéõ§�§%´½�"ù`²ê�O��ê�½§ÝÚ�ª�á¿vk7,éX"

L 1�Ñ
Æâ�'^~ÿÁ8��ª6Äµ�(J§·�æ^
ã 7e¤£ã�ÿÁ¼ê5�

¤ù�µ�"éuÿÁ^~8¥�z�ã�è§·�À�Ù�E,��âL�ª��¦qØ½�

ª§¿©O± 5, 50, 100, 300, 500�Ä�ê��?1�AkÛ`ze��ª6Ä"3éA�âL�ª'

�{ü��¹e§·��¬éT�ª?1Ø`z��©6Ä§±B��éA�é'(J"�Ä�ê�

��uU3¢ê��)�êÆ�d�âL�ªoê�§Ä��ÀJ´þ!©Ù�"3������d

�âL�ª�(J�§·�éù
(J©OO�4�ÚCÉXê"̂ ~ Inv.cÚ Poly.c�è¥k�Åê

)¤�é (�ã 10a1n1±9ã 10c1�1)§Ïùü�^~3�ª6ÄL§¥�?�ÚE�1


 1000g"

3L 1¥§z��^~kü1êâ§Ù¥�1P¹�´�âL�ª6Ä(J�ÚO4�§,�1

´6Ä(J�CÉXê"31���^~¶i�¡§·�\
��)Ò5P¹·�6Ä��âL�ª

3¢ê�S�êÆ�d/ª�ê"du Poly.c!sample run.cÚ GM.c��êL�§�Ñ
·�U¦^

�©6Ä�Uå��§�Ù^~¶��)ÒpÚ����Ñ^ (-)5L«"

3�ª6ÄL§¥§Inv.cÚ Newton.c´��½�§¤k¢ê��d��âL�ª32:ê�

���d§ÑÑ(J��vkCz"sample run.cÚ root.c3�ª6ÄeLy��´Ä�½�§§�

(J�CÉXê�u 9.00 × 10−9§4��u 8.00 × 10−12"ù¿�XüüÏLUC�âL�ª�/ªé

J3ùü�^~¥éê�O��½5å�U?�^"Poly.c!exp.cÚ GM.cØ½§exp.c�èp�

E,��âL�ª�k 168�¢ê�S�êÆ�d/ª§,§�4�%�L 5.00 × 10−3"Poly.cÚ

GM.c3Ä��õ�§(J�4��©O��
 1.19 × 10−7Ú 3.22 × 10−7"

ã 13�Ñ
3 5'A6Äe�éu 48� GSL¼êæ^ØÓëêÑ\�¹e�ÑÑ(J���

CÉXê§ÙÑ\)¤L§®²3 5.1!�mÞ�[£ã"éuz��ÿÁ¼êÚz�«6Ä�M�

Ý§·��ò^~E$1
 1000g5¼��k��ÚO(J"

�u�Ì§���(Jêâ8�±l http://seg.nju.edu.cn/˜eytang/numerical_perturbation/

GSLResult.tar.gz?e1"éuÓ��¼ê5`§¦^ØÓ�6Ä�M�Ý§(J�CÉXê�åØ

´é�§~X§éu¼ê gsl sf bessel I1 scaledÙl 1� 16�6Ä�Me��CÉXêÑ3 1.25×10−17
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L 1:Æâ�'^~ÿÁ8��ª6ÄÚO(J

1 double xi, xsi, A; 

2 xi = 1; 

3 A=random(20.0,30.0); 

4 xsi = 2*xi-A*xi*xi; 

(a) Inv.c            啊 

1 double x = 1.0; 

2 for (i=1; i<=6; i++) { 

3   x = 0.5 * (x + 2.0/x); 

4 } 

(b) Newton.c      啊 

1 float x,z; 

2 x = random(0,1); 

3 z=x*x*x*x-4*x*x*x+6*x*x-4*x+1; 

 

(c) Poly.c   啊 

1 float a,b,c,d; 

2 a=98765.0; b=1.0; 

3 c=5.0e-8; d=5.0e-8; 

4 float A=a*((b+c)+d); 

(d) exp.c           啊 

1 float a, b, c, r1; 

2 a=7; b=8686; c=2; 

3 r1=(-b+sqrt(b*b-4*a*c))/(2*a); 

(e) root.c           啊 

1 double alpha, NA, re, Z, L, Lp, A; 

2 Z = 4; A = 26; re = 11.3; 

3 alpha = 0.7; NA = 12.5; 

4 L = log( 184.15 / pow(Z,1.0/3) ); 

5 Lp = log( 1194.0 / pow(Z,2.0/3) ); 

6 double X0=(4.0*alpha*re*re) 

(f) sample_run.c   啊 

 

1 int a=0; int b=0;  

2 E = MatrixSolve(input); 

3 for(j=0; j<n-1; j++){ 

4   a += Y[j] * E[0][j]; 

5   b += Y[j] * E[1][j]; } 

6 for(i=1; i<n; i++) 

7   M[i] = ( input[0] - b/a ) * 

8     exp( -a * i ) * ( 1 - exp(a) ); 

(g) GM.c  啊 

 

 

 

抽样数限制 5 50 100 300 500 all 

Inv.c(48) 
(极差) 0 0 0 0 0 0 

(变异系数) 0 0 0 0 0 0 

Newton.c(56) 
(极差) 0 0 0 0 0 0 

(变异系数) 0 0 0 0 0 0 

Poly.c(-) 
(极差) 5.96E-08 1.19E-07 1.19E-07 1.19E-07 1.19E-07 - 

(变异系数) 5.455E-08 4.056E-08 3.599E-08 4.818E-08 4.815E-08 - 

exp.c(168) 
(极差) 7.81E-03 1.56E-02 1.56E-02 1.56E-02 1.56E-02 1.56E-02 

(变异系数) 3.64E-08 4.798E-08 5.227E-08 5.048E-08 5.048E-08 5.05E-08 

root.c(1920) 
(极差) 2.27E-13 2.27E-13 2.27E-13 2.27E-13 2.27E-13 2.27E-13 

(变异系数) 6.782E-09 6.093E-09 6.086E-09 5.987E-09 5.903E-09 7.08E-09 

sample_run.c(-) 
(极差) 3.64E-12 7.28E-12 7.28E-12 7.28E-12 7.28E-12 - 

(变异系数) 7.184E-09 8.452E-09 8.783E-09 8.055E-09 8.179E-09 - 

GM.c(-) 
(极差) 1.36E-07 3.21E-07 3.22E-07 3.22E-07 3.22E-07 - 

(变异系数) 6.782E-08 6.926E-08 7.015E-08 7.092E-08 7.093E-08 - 

 

 

 

 

 总时间 公因式提取 交换结合律 递归计算 

Inv.c 0.027437/0.027142 0.005813/0.007231 0.016757/0.016062 0.004498/0.003433 

Newton.c 0.032869/0.029208 0.014582/0.012243 0.013956/0.013746 0.003929/0.002766 

Poly.c 440247/153767 439844/153413 377.56/178.431 0.01/0.118719 

exp.c 343.534/117.576 217.974/68.4206 125.477/49.0653 0.082257/0.089394 

root.c 375.198/317.71 84.0325/25.8341 267.7/268.351 23.4645/23.5243 

sample_run.c 81.0119/77.7316 3.80812/0.297882 77.0721/77.2448 0.130891/0.18807 

GM.c 712.369/544.906 235.017/82.4336 422.183/410.345 55.1692/52.1274 

 

1E-20

1

1E+20

1E+40

1E+60

1E+80

1E+100

1E+120

ã 13: GSL3 5-bitê�6ÄeéuÿÁÑ\���CÉXê

� 1.42 × 10−17 �m§gsl sf erf3 1'A6Ä�Me���CÉXê� 1.11 × 10−16§d��¼êÑ\

� 15.2§3 16'A6Ä�Me���CÉXê� 1.07 × 10−16§d��¼êÑ\� 78.1¶ØÓÿ

Á¼ê�m�(JCÉXê�åé�§�N 48 �¼ê3 6 'A6Ä�Me�CÉXê�����

1.12 × 10266"

3ã 13p§î�I�Ñ
�6ÄÿÁ�¼ê¶§p�I´éê�ÝeÑÑ(J��éu)¤�

ÿÁÑ\���CÉXê"k
¼êéê�¼ê��¯a§'X gsl sf bessel j0Ú gsl sf bessel K1��

�CÉXê©O��
 1.62 × 10131 Ú 1.64 × 10126"éõ¼ê�CÉXê'��§Ù¥k 30�¼ê

�CÉXê�u 1"ù
CÉXêé��¼êk�U´Ï�ê�6Ä�Ø�Úå�§Ïd·�I�

?�Ú^�ª6Ä5u�§�"

L 2P¹
éã 13¥CÉXê�L 1.00×1060�¼ê�?�Ú�ª6Ä�(@(J"§éGSL¼

êæ^
Úê�6Ä�Ó�Ñ\ÿÁ^~"·�æ^
ã 7e¤£ã�ÿÁL§5�¤ù�µ�§¿é

z��3¼ê�1´»þ��âL�ª?16Ä"ÏL$1ù
¼ê��ù
´»þ�âL�ª3¢

ê�þêÆ�d/ª�O��§¿ÑÑù
��ÚO4�ÚCÉXê"L 2P¹
ùÙ¥���4�Ú

CÉXê§±9�)ù��4�ÚCÉXêéA�¼êÑ\"l(J5w§ùÙ¥ gsl pow 2!gsl pow 3

Ú gsl sf bessel K1ùn�¼ê'�½§kü�¼ê gsl sf bessel Y1Ú gsl sf bessel j0w��~Ø
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最大极差和变异系数对应的函数输入.从结果来看,这其中 gsl_pow_2、gsl_pow_3 和 gsl_sf_bessel_K1 这三个函

数比较稳定, 有两个函数 gsl_sf_bessel_Y1 和 gsl_sf_bessel_j0 显得非常不稳定,扰动效果夸张.其它的一些函数

虽然有一些扰动效果,但从输出来看还是基本是稳定的,这类对数值扰动不稳定而对算式扰动稳定的用例一般

来说需要进一步的手工确认。 

 

GSL 函数名称 最大极差 最大变异系数 对应函数输入 

gsl_pow_2 0 0 any 

gsl_pow_3 0 0 any 

gsl_sf_bessel_j0 1.26E+117 2.07E+233 -1.48E+26 

gsl_sf_bessel_k0_scaled 0 0 any 

gsl_sf_bessel_K1 1.42E-14 4.90E-29 8.15E-02 

gsl_sf_bessel_K1_scaled 1.42E-14 4.90E-29 9.98E-03 

gsl_sf_bessel_y0 1.11E-16 2.75E-33 9.98E-03 

gsl_sf_bessel_y1 2.22E-16 8.24E-33 3.67E+01 

gsl_sf_hazard 1.11E-16 2.75E-33 3.67E+01 

gsl_sf_log_erfc 9.86E-32 8.06E-64 -1.00E+00 

gsl_sf_bessel_Y1 4.90E+55 5.83E+110 1.54E-72 

表 16  GSL 不稳定函数的进一步算式扰动统计结果 

对于函数 gsl_sf_bessel_Y1 和 gsl_sf_bessel_j0,我们进一步手动进行了详细的追踪.结果显示,GSL 1.11 版的

函数 gsl_sf_bessel_j0 会执行到其源代码 gslroot/specfunc/trig.c 第 205 行的算术表达式 z * (1.0 + z*z * 

sin_cs_result.val), 在某些输入下 , 例如 −1.48 × 1026 , 算术表达式的不同形式会导致结果差异很大 . 

gsl_sf_bessel_Y1 的情形与之类似,在执行路径上会经过 gslroot/specfunc/bessel_Y1.c 第 94 行的算术表达式

two_over_pi*lnterm*J1.val + (0.5+c.val)/x, 在 输 入 为 4.90 × 1055 时 会 不 稳 定 . 追 踪 细 节 数 据 可 从

http://seg.nju.edu.cn/~eytang/numerical_perturbation/GSLTrackData.tar.gz 下载.总体来说,数值扰动和算式扰动的评估结

果显示出两种扰动方式能很好的进行相互的补充和确认,来完成数值计算的稳定性检测. 

5.3   优化评估 

蒙特卡罗优化的评估效果在表 15 中已经得到了体现.在表 15 里我们可以看到, Poly.c 和 sample_run.c 这样

算术表达式较复杂的数值计算代码,由于在实数域内的数学等价形式个数过多而根本无法采用原始的算式扰

动算法.然而在抽样数限制从 50 到 500 的情况下,统计结果无论是极差还是变异系数的差距都不是很大.这说明

蒙特卡罗抽样方法能够有效的估计出总体的统计结果. 

我们对学术相关用例测试集采用了 OpenMP 并行算法运行,并对执行时间进行了评估.通过比较串行算法

和并行算法的时间差距来检验并行算法的优化效果.图 17 给出了并行算法和串行算法的时间对比,由于各个实

验用例的执行时间不在同一个数量级上,为了显示的清晰,我们将纵坐标轴的度量在不同数量级上进行了三个

划分,各个用例的所用时间的具体数值也写在了表 18 的总时间里列出.从图 17 来看, Poly.c 和 exp.c 的优化效果

十分明显,而 Inv.c 和 sample_run.c 并没有很明显的优化效果.表 18 给出了算法各部分的时间占用状况,正如在

4.1 节所指出的,由于并行算法在线程分配和数据与结果同步方面需要额外的开销,使得各算法部分的运行时间

并不总是并行优于串行.算法各部分时间占用的差异和开销的状况最后决定了图 17 里各个用例并行算法的综

合效果. 
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时间(秒)
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Inv.c Newton.c Poly.c exp.c sample_run.c root.c
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450000
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Inv.c Newton.c Poly.c exp.c sample_run.c GM.croot.c

-150000
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450000
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800

Inv.c Newton.c Poly.c exp.c root.c sample_run.c GM.c
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150000

ã 14:G1�{Ú¿1�{�mé'

L 3:G1�{Ú¿1�{�m©Ù

1 double xi, xsi, A; 

2 xi = 1; 

3 A=random(20.0,30.0); 

4 xsi = 2*xi-A*xi*xi; 

(a) Inv.c            啊 

1 double x = 1.0; 

2 for (i=1; i<=6; i++) { 

3   x = 0.5 * (x + 2.0/x); 

4 } 

(b) Newton.c      啊 

1 float x,z; 

2 x = random(0,1); 

3 z=x*x*x*x-4*x*x*x+6*x*x-4*x+1; 

 

(c) Poly.c   啊 

1 float a,b,c,d; 

2 a=98765.0; b=1.0; 

3 c=5.0e-8; d=5.0e-8; 

4 float A=a*((b+c)+d); 

(d) exp.c           啊 

1 float a, b, c, r1; 

2 a=7; b=8686; c=2; 

3 r1=(-b+sqrt(b*b-4*a*c))/(2*a); 

(e) root.c           啊 

1 double alpha, NA, re, Z, L, Lp, A; 

2 Z = 4; A = 26; re = 11.3; 

3 alpha = 0.7; NA = 12.5; 

4 L = log( 184.15 / pow(Z,1.0/3) ); 

5 Lp = log( 1194.0 / pow(Z,2.0/3) ); 

6 double X0=(4.0*alpha*re*re) 

(f) sample_run.c   啊 

 

1 int a=0; int b=0;  

2 E = MatrixSolve(input); 

3 for(j=0; j<n-1; j++){ 

4   a += Y[j] * E[0][j]; 

5   b += Y[j] * E[1][j]; } 

6 for(i=1; i<n; i++) 

7   M[i] = ( input[0] - b/a ) * 

8     exp( -a * i ) * ( 1 - exp(a) ); 

(g) GM.c  啊 

 

 

 

抽样数限制 5 50 100 300 500 all 

Inv.c(48) 
(极差) 0 0 0 0 0 0 

(变异系数) 0 0 0 0 0 0 

Newton.c(56) 
(极差) 0 0 0 0 0 0 

(变异系数) 0 0 0 0 0 0 

Poly.c(-) 
(极差) 5.96E-08 1.19E-07 1.19E-07 1.19E-07 1.19E-07 - 

(变异系数) 5.455E-08 4.056E-08 3.599E-08 4.818E-08 4.815E-08 - 

exp.c(168) 
(极差) 7.81E-03 1.56E-02 1.56E-02 1.56E-02 1.56E-02 1.56E-02 

(变异系数) 3.64E-08 4.798E-08 5.227E-08 5.048E-08 5.048E-08 5.05E-08 

root.c(1920) 
(极差) 2.27E-13 2.27E-13 2.27E-13 2.27E-13 2.27E-13 2.27E-13 

(变异系数) 6.782E-09 6.093E-09 6.086E-09 5.987E-09 5.903E-09 7.08E-09 

sample_run.c(-) 
(极差) 3.64E-12 7.28E-12 7.28E-12 7.28E-12 7.28E-12 - 

(变异系数) 7.184E-09 8.452E-09 8.783E-09 8.055E-09 8.179E-09 - 

GM.c(3920) 
(极差) 1.36E-07 3.21E-07 3.22E-07 3.22E-07 3.22E-07 3.22E-07 

(变异系数) 6.782E-08 6.926E-08 7.015E-08 7.092E-08 7.093E-08 7.093E-08 

 

 

 

 

 总时间 公因式提取 交换结合律 递归计算 

Inv.c 0.027437/0.027142 0.005813/0.007231 0.016757/0.016062 0.004498/0.003433 

Newton.c 0.032869/0.029208 0.014582/0.012243 0.013956/0.013746 0.003929/0.002766 

Poly.c 440247/153767 439844/153413 377.56/178.431 0.01/0.118719 

exp.c 343.534/117.576 217.974/68.4206 125.477/49.0653 0.082257/0.089394 

root.c 375.198/317.71 84.0325/25.8341 267.7/268.351 23.4645/23.5243 

sample_run.c 81.0119/77.7316 3.80812/0.297882 77.0721/77.2448 0.130891/0.18807 

GM.c 712.369/544.906 235.017/82.4336 422.183/410.345 55.1692/52.1274 
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